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Prólogo 


La resolución numérica de las ecuaciones diferenciales 
de la fisica matemática por el método de las diferencias 
finitas se realiza en dos etapas: 1) la aproximación de dife- 
rencias de la ecuación diforencial sobre una red: escritura 
del esquema de diferencias, 2) la resolución en Jas CE de 
las ecuaciones on diferencias, las cuales representan sistemas 
de ecuaciones algebraicas lineales de alto orden y de un 
tipo especial (mal acondicionamionto, estructura de bonda 
de la matriz dol sistema). La aplicación de los métodos 
generales del álgebra lineal para tales sistemas no es siempre: 
razonable tanto por la necesidad de congervar un gran volu- 
men de información, como por el gran volumen de trabajo 
computacional, exigido por estos métodos. Para resolver 
ecuaciones en diferencias ya hace tiempo se elaboran métodos 
especiales, los cuales en uno u otro grado toman en conside- 
ración ol carácter específico del problema y permiten hallar 
la solución con el gasto de un menor número de operaciones 
en comparación con Jos métodos generales del álgebra 
lineal. 

Esto libro es una continuación del libro de A.A. Samar- 
ski y V.B. Andreiev «Métodos de diferencias de resolución 
de ecuaciones elípticas», en el cual se estudia un círculo de 
problemas relacionados con la aproximación de diferencias, 
con la construcción de operadores de diferencias y con Ja 
estimación de la velocidad de convergencia de los esquemas 
de diferencias para los problemas de contorno típicos de 
tipo elíptico. 

Aquí, nosotros examinamos sólo los métodos de reso- 
lución de ecuaciones en diferencias. El libro prácticamente: 
consta de dos partes. La primera parte (cap. 1-1V) está 
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aledicada a la aplicación de los métodos directos de resolución 
de las ocuaciones on diferencias y la segunda parte (cap. V-XV) 
a la teoría do los métodos iterativos do resolución de las 
ecuaciones reticulares de tipo general y su aplicación a las 
ecuaciones en diferencias. Al utilizar los métodos directos 
juega un papel osencial el tipo especial de las ecuaciones en 
diforoncias. Para resolver las ecuaciones tripuntuales uni- 
dimensionales se examinan diferentes variantes del método 
de factorización (monótona, no monótona, cíclica, por flujos 
y otras). 

En los capítulos III y IV so exponen los métodos direc- 
tos económicos modernos para resolver las ecuaciones de 
Poisson en diferencias en un rectángulo con condiciones de 
contorno do diferente tipo. Estos son el método de reducción 
completa y el método do separación de variables, el cual 
utiliza el algoritmo «de la transformación de Fourier rápida, 
y también los métodos combinados. 

Durante el estudio de los métodos iterativos se utiliza 
la interpretación del método iterativo como un esquema 
operacional de diferencias, desarrollada en los libros de 
A.A. Samarski «Introducción a la teoría de los esquemas de 
diferencias» (1971) y «Teoría de los esquemas de diferencias» 
(1977). Esta concepción permite «desarrollar la teoría de los 
métodos iterativos como una parte de la teoría gencral de 
estabilidad de los esquemas operacionales de diferencias, sin 
recurrir a Snposiciones sobre la estructuca de la inatriz del 
sistoma (véase también A.A. Samarski y A.V. Gulio 
«Estabilidad do los osquemas de diferencias» (1073)). La 
escritura de los esquemas iterativos en la forma canónica 
permite no solamonte separar los operadores que responden 
por la convergencia de las iteracionos, sino también comparar 
diforentes métodos itorativos. La atención fundamental se 
presta al estudio de la velocidad do convergencia «de las 
jteraciones y a la elección de los parámetros óptimos, para 
los cuales la velocidad de convergencia es máxima. La 
prosencia de las estimaciones de la velocidad de convergencia, 
y también ln investigación del carácter de la estabilidad 
computacional permiten realizar la comparación de «difo- 
rentes métodos iterativos en situaciones concretas y hacer 
una elección. Aunque el lector, probablomente, conoce los 
fundamentos de la teoría de los esquemas de diferencias y 
los elementos del análisis funcional, sin embargo en el 
«capítulo V se citan los conocimientos utilizados en el libro 
sobre los fundamentos del aparato matemático de la teoría 
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de los esquemas ilerativos y se muestra, como las aproxima- 
ciones de diferencias de las ecuaciones elípticas se reducen a 
las ecuaciones operacionales de primer género Au = f con 
operadores Á en un espacio de Hilbori de funciones reticu- 
lares. 

En los siguientes capítulos se investigan ol esquema 
iterativo de dos capas con. el conjunto de los parámetros de 
Chebishev, para lo cual tiene lugar la estabilidad computa- 
cional del método; el esquema de tres capas; los métodos 
itorativos de tipo variacional (métodos del descenso más 
rápido, de los defectos mínimos, de las correcciones mínimas, 
de los gradientes conjugados y otros); los métodos ¡lerativos 
para ecuaciones no autoconjugadas y en el caso de un opera- 
dor degenerado sin signo definido; los métodos de las diroc- 
ciones variables; los métodos «triangulares» (con el algoritmo 
de inversión de la matriz triangular para la determinación 
de una nueva iteración) tales, como el método de Soidel, el 
método de relajación superior y otros; los métodos iterativos 
do resolución de ecuaciones en diferencias no lineales, la 
resolución de los problemas de diforencias de contorno para 
ecuaciones elípticas en sistemas curvilíneos de coordenadas 
y otros. 

Un Jugar ospecial en el libro lo ocupa el método univer- 
sal alternativo triangular, propuesto y «dlesarrolludo por los 
autores en los años 19Y64-—-1977, cuya efectividad se mani- 
fiesta fuertemente durante la resolución del problema de 
Dirichlet para la ecuación de Poisson en una región arbitraria 
y de] problema de Dirichlet para la ecuación div (« grad u) = 
= —f (2), r = (7,, 22) con un coeficiente k (x) que varía 
fuertemente. 

En el libro so muestra, como pasar de la teoría general 
a los problemas concretos, y se cita un gran número de algo- 
ritmos ilerativos de resolución de ecuaciones en diferencias 
para ecuaciones clipticas y sislemas de ecuaciones. Son 
dadas ostimacionos del número de iteraciones y es realizada 
una comparación de los diferentes métodos. Así, en parlicu- 
lar, se muestra, que para el problema más simple los inétodos 
directos son más económicos, que el método de las dircccio- 
nes variablos. Se debe subrayar, que todos los problemas 
cada vez más complejos del álgebra linea! que aparecen en 
la práctica exigen tanto la elaboración de nuevos métodos, 
como la extensión del dominio de aplicabilidad de los métó- 
dos viejos. Con esto ocurre una valoración de las caracterís- 
ticas comparables de los diferenies métodos. 
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Introducción 


La aplicación de distintos métodos numéricos (de los 
métodos de diferencias, variacionales en diferencias, de 
proyecciones en diferencias e incluso del método de los ele- 
mentos finitos) para resolver Jas ecuaciones diferenciales 
conduce a un sistema de ecuaciones algebraicas lineales 
de un tipo especial: a las ecuaciones en diferencias. Dicho 
sistema posee los siguientes rasgos específicos: 1) posee un 
orden alto, igual al númoro de nodos de la red; 2) el sistema 
está mal condicionado (la relación entre el valor propio 
máximo y el mínimo de la matriz del sistema es grande; 
así por ejermplo para el operador de Laplace en diferencias 
esta relación es inversamente proporcional al cuadrado del 
paso de la red); 3) la matriz del sistema está enrarccida, es 
decir, en cada una de sus filas son distintos de cero varios 
elementos cuyo número no depende de la cantidad de nodos; 
4) los elementos no nulos de la matriz están distribuidos de 
una forma especial — la matriz es do banda. 

Al aproximar las ecuaciones integrales e integro-diferen- 
ciales en la red, obtenemos un sistema de ecuaciones con 
respecto a una función definida sobre la red (función reticu- 
lar). Es natural llamar ecuaciones reticulares a tales ecuacio- 
nes: 


Halo, Dy E) =f(0), zE0v, (0) 


EE0 


donde la sumación se efectúa según todos los nodos de la 
red w, es decir, según un conjunto discreto de puntos. En el 
caso general, la matriz (a (x, E)) de la ecuación reticular 
está saturada. Si renumeramos los nodos do la red, entonces 
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la ecuación reticular se puede escribir en la forma 


N 
2 Y = Íe, i=14, 2, ..., N, (2) 
J= 


donde ¿, j son números de los nodos de la red y N es la canti- 
dad total de nodos. El razonamiento inverso es evidente. 
De esta forma, una ecuación lineal reticular es un sistema 
de ecuaciones algebraicas lineales y recíprocamente todo 
sistema lineal de ecuaciones algebraicas puede sor interpre- 
tado como una ceuación reticular lineal respecto a una fun- 
ción reticular definida sobre cierta red, con un número de 
nodos igual al orden del sistema. Observaremos, que los 
métodos variacionales (de Ritz, de Galerkin y otros) de solu- 
ción numérica de ecuaciones diferenciales conducen frecuen- 
temente a sistemas con matriz saturada. 

Una ecuación en diferencias es el caso particular de ecua- 
ción reticular, cuando la matriz (a;¿;) está enrarecida. Así, 
por ejemplo, (2) representa una ecuación en diferencias de 
m-ésimo orden, si en la fila de número i se tienen solamente 
m + 1 elementos a,, distintos de cero paraj =i,¿i+1,... 
co. i+m. 

De lo dicho, resulta claro que la solución de las ecuaciones 
reticulares y, en particular, de las ecuaciones en diferencias 
es un problema de álgebra lineal. 


XX Y $ 


Para la solución de los problemas del álgebra lineal 
existen muchos métodos numéricos distintos, continuamente 
se trabaja en su perfeccionamiento y se realiza una revalora- 
ción de los métodos, elaborándose otros nuevos. Como con- 
clusión resulta que un parte considerable de los métodos 
con que se cuenta tiene derecho a existir ya que posee su 
propio dominio de aplicabilidad. Por eso para la solución 
de un problema concreto en una ordenadora (computadora) 
existe el problema de la elección de un método en el con- 
junto de los métodos admisibles de solución de dicho proble- 
ma. Evidentemente, este método debe poseer las mejores 
características posibles (o, como gustan decir, ser un método 
optimal) tales como el mínimo de tiempo de solución del 
problema en una ordenadora (o el mínimo del número de 
operaciones aritméticas y lógicas durante la búsqueda de la 
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solución), estabilidad computacional, es decir, estabilidad 
con respecto a los errores de redondeamiecnto y otros. 

Es natural exigir, que cualquier algoritmo computacional 
para ordenadora permita en principio obtener la solución 
de un problema dado con cualquier exactitud e >> O prefi- 
jada con anterioridad, en un número finito de operaciones 
O (e). Esta exigencia es satisfecha por un conjunto innumo- 
rable de algoritmos, entre los cuales se dlehe buscar el algo- 
ritmo con un mínimo Q (e) para todo e > 0. Tal algoritmo: 
seo llama económico. Es claro que la búsqueda de un método 
«optimal» o «mejor posible» se efectúa en un conjunto de: 
métodos conocidos (y no de todos los admisibles) y el mismo 
término de «algoritmo optimal» posee un sentido acotado y 
condicional. 


El problema de la teoría de los métodos numéricos con- 
siste tanto en la búsqueda de mejoros algoritmos para una 
clase dada de problemas, como en el establecimiento de una 
jerarquía de métodos. El mismo concepto de mejor algoritmo 
depende del objetivo de los cálculos. 

Son posibles dos planteamientos del problema acerca de 
la elección del mejor método: 

a) se oxige resolver un sistema concreto de ecuaciones 
Au =f, donde A = (a;;) es una matriz; 

b) se exige rosolver algunas variantes de un mismo pro- 
blema, por ejemplo, de la ecuación Au = f con distintos 
miembros segundos f. 

En un cálculo multivariante se puede disminuir el número 


medio de operaciones Q (e) para una variante, si se conservan 
ciertas magnitudes y no se calculan de nuevo para cada 
variante (por ejemplo, si $e conserva la matriz inversa). 

De aquí está claro que la elección de un algoritmo debe 
depender del tipo de cálculo (univariante o multivariante) 
y de la posibilidad de conservar información complementa- 
ria en la imemoria de computadora, lo cual a su vez está 
relacionado tanto con el tipo de la computadora, como con 
el orden del sistema de ecuaciones. En las estimaciones teóri- 
cas de la calidad de un algoritmo computacional general- 
monte se limitan al recuento del número de operaciones 
aritméticas que se exigen para encontrar la solución con una 
exactitud prefijada mientras que, por regla gencral, no se 
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examina el problema sobre los parámetros de la computa- 
dora. 

Los últimos años el desarrollo impetuoso de métodos 
numéricos de solución de ecuaciones en diferoncias, que 
aproximan ecuaciones diferenciales de tipo «elíptico, y la 
aparición de nuevos algoritmos económicos han conducido 
a la necesidad de revisar las ideas que se tenían sobre los 
dominios de aplicabilidad de los métodos antes existentes. 


+ X= 


El contenido de este libro está determinado en un grado 
significativo por la necesidad de dar métodos efectivos de 
solución de las ecuaciones en diferencias, correspondientes 
a los problemas de contorno para ecuaciones de tipo elíptico 
de segundo orden. La clasificación de los problemas de 
contorno en diferencias puede ser realizada según los siguien- 
tes indicios: 

1) el tipo del operador diferencial £L en la ecuación: 


Lu = Í (1), T= (YT), Lor... Tp) EG; (3) 


2) la forma de la región G en la cual se busca la solución; 

3) el tipo de las condiciones de contorno en la frontera 
T de ta región G; E 

4) la red w en la región G =G +T y el esquema de 
diferencias 


Ay E (2), x€ 0, (4) 


es decir, el tipo del operador de diferencias A. 
Ejemplos de operador elíptico de segundo orden pueden 
ser 


Pp 
Lu = Ahu= Y + — operador de Laplace. (5) 
ami  * 
dl 0 du 
Lu= Y sz [(tas() 3) aa, (6) 
A, Boi 


además los coeficientes k¿ pg (1) satisfacen en cada punto 
q == (%;, Tags -. ., Tp) la condición do elipticidad fuerte 


Pp p p 
C1 2) En < » Kag (2) Ef << ce 2) ES Cp c¿= const > 0, (7) 
a=1 Z, Pani a] 
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donde ¿ =(E,, .. ., Ep) es un vector arbitrario. Si u (1) = 
= (ul (2), u? (2), ..., un (x)) es una función vectorial, 
entonces (3) cs un sistema do ecuaciones y 


m Pp : 
AI a)» 212% 0 m, 


j=1 0, B=1 v 
y la condición de olipticidad fuerte ticne la forma 


5 7 pet AT IN 
12 26< Z 2 ts(tb< e 2 2 (ld 


€1, a = const >> 0. 


La forma de la región influyo fuertemente en las propie- 
dades de la matriz do las ecuaciones on diferencias. Nosotros 
distinguiromos regiones para las cuales la ecuación Zu = O 
con condiciones de contorno homogéneas admite separación 
de variables. Así, por ejemplo, para la ecuación do Laplace 


2 a 
en coordenadas cartesianas (x,, 17), Lu = du as E ; 
£ 4 


el método de separación de variables es aplicable en el caso, 
cuando G es un rectángulo. Una propiedad análoga posee un 
esquema do diferencias sobre una red rectangular, por 
ejemplo, el esquema «cruz»; en este caso la red puede ser no 
uniforme por cada dirección. 

Al comparar distintos métodos numéricos de solución 
de sistemas de ecuaciones algebraicas utilizaremos en calidad 
de problema patrón 6 modelo, el siguionte problema de con- 
torno de diferencias: 

ecuación de Poisson, dominio —un cuadrado, condiciones 
de contorno de primer género, red-—— cuadrada con pasos 
h, =h y ha =h según 7, y Ta, operador de diferencias 
A-pentapuntua!. 

El segundo grupo de problemas de contorno de diferencias 
corrosponde a los siguiontes datos: £ — operador con coefi- 
cientes variables del tipo (6): a) sin derivadas mixtas, b) con 
derivadas mixtas, la región G = (0 < za < la, a = 1,2) — 
un rectángulo (paralelepípedo cuando p >> 3). 

El tercer grupo de problemas es la región de forma com- 
pleja, y L os el operador de Laplace o un operador de tipo 
general. Aquí el grado do complejidad del prohlema so doter- 
mina en primer lugar por la forma de la región, la elección 
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de la retícula y la elección del operador de diferencias cn 
una vecindad de la frontera. 

Para el segundo y tercer grupo de problemas el operador 
de diferencias se elige frecuentomento de manera tal que se 
conserven las propiedades fundamentales (autoadjunticidad, 
definición del signo y otras) del probloma inicial y so satisfa- 
gan Jas exigoncias de aproximación con un ordon determinado 
rospecto al paso de la rotícula. 


Para resolvor los problemas elípticos de diferencias se 
aplican métodos directos e iterativos. 

Los métodos directos son aplicables en el caso multidi.- 
mensional fundamentalmente para problemas del primer 
grupo (L — operador de Laplace, G — un rectángulo siondo 
p=2 yun paralelopipedo sip >3 y A es un esquema de 
diferencias pentapuntual o nonapuntual cuando p = 2 
Para problemas unidimensionales, cuando la ecuación en 
diferencias tiene segundo orden (la matriz es tridiagonal), 
y los coeficientes de la ecuación pueden sor variablos, aplica- 
remos el método de factorización que es una variante del 
método de Gauss (véase cap. If). Existe una serle de varian- 
tes del metodo de factorización: factorización monótona, 
factorización no monótona, factorización por flujos, factori- 
zación ciclica y otras (véase cap. 11). Para los problemas 
bidimensionales del primer grupo (véase más arriba) resulta 
efectivo el método de reducción completa (cap. 111), 01 mé- 
todo de separación de variables con la transformación de 
Fourier rápida, y también una combinación del método do 
reducción incompleta con la transformación de Fourior rápida 
(cap. IV). En todos los casos se resuelve una ecuación en 
diferencias de segundo orden por una de las direcciones 
mediante el método de factorización. 

Los métodos directos señalados, en el caso del problema 
de diferencias de Dirichlet para la ecuación de Poisson 
en él rectángulo (0 < ta < la, € = 1, 2) sobre la retícula 
w <= [(t,A,, io), la =0,1,.- Narhta= la Na, a = 1, 2), 
oxigon O = O (N,N, logs N,) operaciones aritméticas, dondo 
N2 = 2", siendo n >> 0 un número entero. 

Los métodos directos son aplicablos a una clase muy 
especial do problemas. 
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k RR x* 


Los problemas celípticos de diferencias, on el caso de 
operadores £ de tipo general o de regiones do forma complica- 
da, se resuolven fundamentalmente con ayuda de métodos 
iterativos. 

Las ecuaciones roticulares se pueden interpretar como 
ecuaciones operacionales de primer género 


Au=f (8) 


con oporadoros definidos sobre espacios /T de funciones reti- 
cularos. ln el espacio A se introducen un producto escalar 
(,) y normas energéticas || u ||, = V (Du, u),D = D* >0, 
D: HB => H, dondo PD es un cierto operador lineal on ff. 

Los inétodos iterativos de solución de la cenación opera- 
cional Au = f pueden ser interpretados como ecuaciones 
operacionales en diferencias (o de diferencias respecto a un 
tiempo ficticio o al número-índico de la iteración) con opera- 
dores en el espacio de Hilbert Z7/. Si una nueva iteración 
Yn+, Se calcula mediante las m iteraciones anteriores y», 
Yrro + + -» Yhn-m+1, £htonces el método iteracional (esquema) 
so Hama m 3-4 capas (de m pasos). De aquí se vo la analo- 
gía entre los esquemas iterativos y los esquemas de diferon- 
cias para problemas no estacionarios. Por eso la teoría de 
los métodos itorativos prácticamente es una parte especial 
de la teoría general de estabilidad de los esquemas opera- 
cionales de diferencias. Nosotros nos limitaremos al estudio 
do los esquemas do dos capas y en jinenor grado do los de tres 
capas. El paso a los esquemas de capas multiplos no 
proporciona ninguna ventaja (como so deduce de da teoría 
general de estabilidad, véase (10]). 

Un importante papel juega la notación de los métodos 
iterativos en una forma única (canónica), lo cual pormito 
distinguir el operador (estabilizador) que responde por la 
estabilidad y convergencia de las iteraciones y comparar 
métodos iterativos «distintos desdo una misma posición. 

Cualquier método iteracional de dos capas (de un paso) 
se escribo en la siguiente forma canónica: 


BM + Ay=/f k=0, 4, ..., YoE HH, (9) 


Th+1 


donde B: H => H es un operador lineal que posee inverso 
Br"; Y,, Te, . - son los parámetros iterativos; k es ol número 
de iteración y y, es la aproximación iterativa dol número k. 
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En el caso general B = B,+, dependo do k. En la teoría 
genoral nosotros suponemos que B no dopende de K. 

Los parámetros ft,) y ol operador BW son arbitrarios 
y hay quo elogrirlos do la condición do inínimo de iteraciones 
ñ, para el cual la solución y, de la ecuación (9) aproxima 
on Ef p la solución oxacta u de la ecuación Au = f con una 
exactitud relativa ge >> 0: 


llYn — U lip < € ll Yo — Y lp. (10) 
Para la teoría general do los métodos iterativos expuosta 
en costo libro no se exigo ninguna suposición sobre la estruc- 


tura del operador A (de la matriz (a;;)). Se utilizan solamente 
propiedades do tipo general 


A =A*>0, Bb = B* >0, 


(11) 
vB <A < YB, y >0. 


Las desigualdades operacionales significan que están prefi- 
jadas las constantos y, y y. do equivalencia energética do los 
operadores A y B o los límites del ospectro del operador Á 
en ol espacio A y (y, y ya son los valores propios mínimo y 
máximo respectivamento del probloma gencralizado por 
valores propios: Av = 4Bv). 
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La solución T,, Ta, » . », Ta dol problema indicado más 
arriba sobra el mín ny le) para y, y ya dados 


Tr, T2, -»-. Tn 
y B fijo, para el caso D = AB-A so exprosa modiante los 
ceros dol polinomio do Chébishev de n-ésimo orden (método 
itoracional de Chóbishev). Para estos valores óptimos 
Tr Ta -- .» Ta y prefijado e > 0 arbitrario, es válida la 
estimación 
In (2/€) 


A AFVIM—V0) * 


ln (2/8) 


n > (e) EA, E= Yi Ya, 


para el número de itoracionos n que so calculan según el es- 
quoma (9) y se cumplo la desigualdad 


NA YA — Fla < e 1l Ayo — f Mo-1- 
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La estabilidad computacional del método do Chébishov 
tiene lugar para un modo determinado de numeración 
(ordenamiento) do los ceros del polinomio de Chébishov y 
de los parámetros TT, 17, ..., TA, este mótodo se muostra 
en el cap. VI. 

Cuando B=E (£ — operador unidad) el mótodo (9) 
so llama cxplícito y cuando B y E so llama implícito. Si 
elegimos o] parámetro T, constanto, T, = To = 2 (y, + ya), 
k=4,2,..., r, entoncos obtenemos un esquema implícito 


de iteración simple para el cual rn >> n, (e) = ln (5)/0s. 


11 operador B (estabilizador) se elige de la condición 
de economicidad, es decir, dol mínimo de trabajo computa- 
cional al resolver la ccvación Bv = F, siendo profijado el 
miembro F y, como ha dicho, do la condición de mínimo del 
número de iteracionos r, (e). 

Supongamos que nosotros sabemos rosolver de modo 
económico cl problema Rv = f con un gasto Qp (e) de opera- 
ciones, dondo 


R:H>H, R=R*>0  c¿A<AS<Ccaft, c¡>0. 
(12) 


Entonces se puedo poner que B = R y hallar la solución dol 
problema Au = f mediante el osquema (9) con los parámetros 


(ri) si y, =C1, Ye =C€a2, Ofoctuando Q, (e) == V cafe, X 


Xx In (2/e) Op (e) oporaciones. 

Si, por ejemplo, L es un operador de tipo gonoral y G 
es un rectángulo, entonces en calidad do RR se puedo tomar 
el operador de diforencias de Laplace pentapuntual y resolver 
la ecuación Rv = f por el método directo. 

Puede resultar, quo sea más ventajoso rosolvoer la ecua- 
ción iv =f, no por el método directo sino por un método 
iterativo. Entonces B < R y no se oscribe on forma explici- 
ta, sino so roaliza como resultado del procedimiento itera- 
tivo. 

 * + 


Los conocidos métodos de Zeidel y do relajación superior 
son implícitos y correspondon a matrices triangnlaros (opera- 
dores) 3. La convergoncia de estos métodos so demuostra a 
base do la teoría general de esquemas de diferencias (véase 
A.A. Samarski, Tooría de esquomas de diferencias, Moscú, 
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1977, en ruso ó A.A. Samarski, A. V. Gulin, Estabilidad do 
esquemas de diforenciax, Moscú, 1973, en ruso). Sin embargo, 
para los métodos de Zeidel y de relajación superior el operador 
B no es autoconjugado y por eso no se puede utilizar ol méto- 
do do Chebishev (9) con un conjunto optimal do parámotros 
iterativos TÍ, 13, . . ., Th, lo cual permitiría aumentar la 
velocidad de convergencia de Jas itoraciones. El operador ¿3 
se puedo hacer autoconjugado, si se pone igual al producto 
do oporadores conjugados uno del otro: 


B=(E + of) (E + oR2), R53=Ra, (13) 


donde w>>0 es un parámotro. En calidad de R, y Ra se 
pueden tomar operadores que posean matrices triangularos 
(1?,, inferior y R,, superior), de mantra tal que A?, + Na = 
= R: H >Hy R* = R >0. En particular so puede supo- 
ner que 


R, + R, = Á, R5 =— R,. (14) 
Es típica la siguiento suposición: 
R>SE, RIRS ZA, 8>0, A>0. (15) 


Eligiendo luego w = 2/Y/5A de la condición mín n, (e), 
encontramos los parámetros y, y Ya y calculamos los pará- 
metros [(T;). La definición de y,+, por medio de yx y f 
so reduce a la solución sucesiva de dos sistemas de tcuaciones 
con matrices triangulares superior e inferior. 

El método iterativo (9) construido medianto el operador 
factorizado B del tipo (13) lo llamaremos método triangular 
alternativo (MTA). El MTA evidentemente es universal, 
ya que la representación de A en forma de una suma R, + 
+ Ra = A, dondo RE = R,, es siempro posible. En el caso 
de un probloma olíptico de diferencias la construcción de 2, 
y Fo no presenta dificultad. Así, por ejomplo, si Ay es el 
operador de Laplace de diferencias de 2p + 1 puntos, es 


A »D Y 
a a : 
docir, Ay >— Y Vox,»  ntonces Ry —> Y FE y) 
a=) Ai=1 
p 
Y xa . 
Ry — — D, == + donde h, es el paso de la retícula por 
a 


GA=) 
ln dirección Oxy. ste método es rápidamente convergente. 
Si tomamos el conjunto de Chebishev (ri) y tonemos en 
cuenta (14) y (15), entonces el número de ileraciones para 
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cl MTA será 


O , 2 6 2] 
n0)> 77 e MAR (16) 


En particular, para el problema modelo tenemos » > 
>n, (e) = 0,3 In +] Y Ro 


Para el caso de una región arbitraria y do ccuacioneg con 
coeficientes variables, resulta útil emplcar el método 
triangular alternativo modificado (MFAM), suponiendo que 


BD+OR)ZA(D+OR), REIR, D=D*>0, (17) 


dondo Z' es un operador arbitrario. Si en lugar do (15) so 
cumplen 


R>5, RIRASEÍD, 56>0, A>0, (18) 


ontoncos la estimación (16) conserva su validez. 

Aquí son prefijados 6 y A y se eligen el operador Z y el 
parámetro w de mancra tal que la relación E = y,/y, sea 
máxima. En la práctica, en calidad de la matriz Z so puede 
tomar una matriz diagonal. 

Indiquemos dos ejemplos de aplicación efectiva del 
MTAM. 

1) Probloma de Dirichlot para la ecuación de Poisson en 
una región bidimensional de forma complicada; el retículo 
fundamental en el plano (x,, rz¿) es uniforme con paso h 
y el esquema es pentapuntual. Para la correspondiente clec- 
ción de Z ol MTAM)] exige solamente un 4—5% más 
ilteraciones que el mismo problema en el cuadrado con lado 
igual al diámetro de la región. 

2) Para las ecuaciones elípticas con coeficientes quo varían 
bruscamente (la rolación ca/c, es grando), cl MTAM con Y 
olegido de un modo apropiado permito debilitar la dependen- 
cia de cyfc;. 

lón la práctica además de los métodos do un paso (de dos 
capas) (9) se aplican los esquemas iterativos de dos pasos 
(de tres capas). Para parámetros iterativos optimales estos 
métodos son comparables, por el númoro do iteraciones, con 
cl esquema de Chebishev de parámetros (tx), cuando E — 0. 
Sin embargo, ollos son más sensibles a los errores en la 
definición do y, y ys. Bajo las condiciones (11) es más racional 
ubilizar el esquema de Chebishev (9) de los parámetros 
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Para la solución de problemas olípticos jugó un papel 
muy importanto el método de las direcciones variables 
(MDV), desarrollado desde los principios de 1955 por mu- 
chos autores. Sin embargo, él resultó económico solamente 
para una clase muy estrecha de problemas del primer grupo, 
cuando se cumplen las condiciones A = 4, + Az, An = 
=AZ>0, a =1, 2, A =A* >0 y 414) = AA. Si 
A, y 4, son conmutables, entonces para el MDV se pueden 
elegir parámetros iterativos optimales. Para el problema 
modelo con tales parámetros, ol número de iteraciones 


no (e) = O (ln > ln >) y el número de operaciones es 


O (e) = 0 (+ ln + In) mientras que para los métodos 


directos Q = O ( ln) . En este caso los métodos direc- 


tos son más económicos que el MDV. Si A, y 4, son no con- 
mutables, entonces el MDV exige O (+ In—) iteracionos, 


mientras que para el MTA es suficiente O (77 m+) 


iteracionos. En el caso de los problemas tridimensionales, 
cuando A = 4, + A2 + Ay, aún bajo Ja suposición de 
conmutatividad de 4 ,, 45 y Ay dos a dos, el MDV exige más 
operaciones quo el MITA. Do esta forma ol MDV ha perdido 
su valor en un grado significativo. 


Sy + «4 


Si el operador 4 >> 0 no es autoconjugado, entonces no 
tieno éxito construir mediante el esquema (9) con un con- 
junto do parámetros y un operador autoconjugado B = 
= B* > 0 un proceso iterativo de la misma” velocidad de 
convergencia que el método de Chobishev para A = A* > 0. 
Todos los métodos conocidos poseen”una velocidad de con- 
vergencia menor. Aquí se examina cl método de jteración 
simple (cap. VI) siendo profijada una información de dos 
tipos: 

a) se dan los parámetros y, y Y, que entran en los datos 
(para simplificar consideraremos D = B = E), 


Y1 (x, zx) < (Az, 2), (Az, Ax) <X Ya (Az, 2), 
v>0 y>0; (19) 
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b) se dan tres parámetros Ys, Ya Y Y3, “londo y, y ya (para 
D =B=E), son las fronteras de la parte simétrica del 
operador A: 


MESA<YE, MALIU< Ya v1>0, vs>0, 
(20) 


dondo A, =0,5 (4 — A4*) os la parte antisimótrica do A. 

Eligiendo Y do la condición «do mínimo de la norma del 
operador de transición o del operador do permisibilidad, cn 
todos los casos obtenemos un aumento del número de itera- 
ciones con respecto al caso A = A*. 


RR + * 


Todo método itorativo de dos capas, construido a base dol 
esquema (9) se caracteriza por los operadores B y A, por el 
espacio energótico HT y en el cual se demuestra la convergon- 
cia del método, y por el conjunto de parámotros. Si ol opera- 
dor B es fijo, entonces el problema fundamental es la hús- 
queda de los (rt»). 

Para la elección de los parámetros frt,) se utiliza la 
información previa sobre los operadores del esquema. El 
tipo de información so dotermina por las propiedades de los 
operadores A, B y D. Así, para el esquema de Chobishev si 
D = AB7A, cuando A y $ son operadores autoconjugados, 
so supone que son prefijadas las constantes y, y ya on (11). 
En el caso genoral, cuando DB-14 es autoconjugado en /TF, 
entonces en lugar de (11) cs suficiento exigir que y,D < 
< DBA < vy.D con y, >> 0. En el caso no autoconjugado, 
cuando A <A*, y B=B*>0, se utilizan dos números 
Y1 y Ya o tres números y,, y. (que entran en (19)) y la cons- 
tante ya que figura en la estimación de la parte antisimétrica 
del operador A. En una serie de casos la búsquoda do las 
constantes Y,, Y2 y Pa con suficiente exactitud, puede resultar 
un probloma complejo independiente, que exija de algorit- 
mos especiales para su solución. Si la información previa 
puede sor obtenida mediante un gasto computacional no muy 
grande o se exigen cálculos multivariantes para la ccuación 
Au = f con distintos miembros derechos, entonces resulta 
útil hallar una vez los números necesitados Y,, Ya Y Ya y dos- 
pués utilizar el método do Chebishev o el método MTA. 
Si se exige resolver solamente un problema Au =f o si se 
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da una buena aproximación inicial y el cálculo de las cons- 
tantes y, y Y, resulta laborioso, conviene ulilizar métodos 
iterativos de tipo variacional. 

Para los métodos iterativos de tipo variacional al calenlar 
los parámetros (T,) no es necesario conocor y, y Y. Estos 
métodos utilizan solamente información de tipo goneral 


A=A*>0, (DB4)* = DBA. (21) 


Para determinar y,+, se emplea cl mismo esquema (9), se 
cambia únicamonto la fórmula para T,+,. El parámetro 
T, +, 50 halla de la condición de mínimo en /í y de la norma 
del error Z, +, = Ya+1 — Y, es decir, de mínimo del funcional 
f lyl = (D (y — u), y — u). El parámetro T,+, Se Calcula 
modiante Y». Eligiendo D = A, obtenemos el método do 
descenso más rápido, y para D = A*A, el método de los 
defectos mínimos, etc. lístos métodos tienen la misma velo- 
cidad do convergencia que el método de iteración simple 
(para constantes oxactas y, y Ya). La velocidad de conver- 
gencia de Jas itoraciones se puedo aumentar si renunciamos 
a la minimización local (cn cada paso) de || 2» +, lp y elegi- 
mos los parámetros T, de la condición de minimización de 
la norma del error || Z, ||p inmediatamente después de n 
pasos, es decir, al pasar de yo a Yn- Este camino conduce a 
los esquemas iterativos biparamétricos (para cada k) de tros 
capas de direcciones conjugadas (de gradiontes de defectos, 
de correcciones o de ecrores conjugados), los cuales poseen 
Ja misma velocidad de convergencia que el método do Che- 
bishov con los parámetros (1%) calculados según Jos valures 
oxactos de y, y ya. Si A = A* >0, entonces se puede construir 
un proceso de aceleración (== en 1,5—2 veces) de la con- 
vorgencia para los métodos de dos capas gradientalos. 


+ + xXx 


En la teoría general de los métodos iterativos no se exige 
cal conocimiento de la estructura concreta de los oporadores 
del problema. Se utiliza solamente un mínimo de informa- 
ción de carácter funcional general respecto a los operadores, 
por ejemplo, la condición (11). La elección del operador 42 
del esquema (9) está subordinada a las siguientes exigencias: 
1) el ascguramionto de una convergencia más rápida del 
método (9), 2) el ahorro do Ja inversión de 23. Al construir B 
se puede partir de cierto operador R = R* > 0 (rogulariza- 
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et cnergéticamente equivalente a A = A* > 0, siendo 
B=B*>—>0: 
ARALAS<OR, c1>0 YBSARSVAB. y, >0. 
(22) 
Por lo tanto, y, = ev, Y Ya = CY. Para distintos A so 
puede elegir un mismo regularizador R. El caso más difundi- 
do es el de un operador B factorizado, por ojemplo: 


B=(£ + 96RYD(£E + of, Ri+R=R, (23) 
donde 


HT=Hh,¿>0 para el MTA, (24) 
Ri =R,>0, 23 = R¿>0, RN, = RR, para el MDV. 
(25) 


[>] o 
Para aplicar la icoría es necesario hallar y, y ya; el pará- 


metro w >> Ó se encuentra de la condición mín AN (ova (0)). 
Si la ecuación Ru = F puede ser resuelta por un método 
directo económico, entonces tomaremos B = R (por ejemplo, 
en el caso cuando (—- R) es el oporador de Laplaco de dife- 
roncias y la región es un rectángulo). 11 operador B puede 
no oscribirge explícitamento sino realizarse como resultado 
de la solución iterativa de la ecuación Rw = ra, donde 
Tn = Au, — f (método biescalonado). 


so <<». >» 


Para ecuaciones con los operadores ÁA sin signo definido, 
degenerados y oct se pueden examinar los mismos 
esquemas (9). Sin embargo, Ja elección de parámetros opl.i- 
males ye complica, y la velocidad «de convergencia do las 
iternciones disminuye. La aplicación de la teoría general 
para estos casos singulares exige un «tratamiento» previo dol 
problema inicial. Resulta posible construir una modifica- 
ción tanto del método de Chebishev, como de los métodos de 
tipo variacional. 

Si A es un operador lineal dogenerado, es decir, la ecua- 
ción homogénea 4u = O liene una solución no trivial, enton- 
ces el problema (9) para" 13 = E y toda 7, es siempro roso- 
lublo. Sea 17% cl subespacio propio nulo del operador A 
y 11) es el complemento ortogonal do 7% hasta 17. Cualquier 
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vector y € A) satisface la ecuación Ay =0. Si fE HO) 
y Yo € H'W, entonces todas las iteraciones y, € JIM. Si so 
cumplen las condiciones 


ny <A,y=<v. Uy) yE€eH4W, y, >0, 
entoncos se puede utilizar el esquema explícito (9) con los 
parámetros de Chebishov (1%) hallados a base de y,.y Y2- 
Con eso Ya convergo a la solución normal, quo posee norma 
mínima. 

Sif=f0 + f y $ 0, entonces entenderemos por 
solución normal generalizada de la ocuación 4Au = f, la 
solución de la ecuación 4Aub = YY, con u € HU) y que 
posee norma mínima. Es válida la estimación 


ln — 40 1< Gn Yo 4D ll, 
a nz 
Gn = In-a +1) y fé, 
2pP 4— 
n= Em Pr = vo 9 E= Y, Y ns» yen", 


14 VÉ 
0 Pa Pen 1-1 son los parámetros de Chobishov, 
N —- 
y ti e TF. La velocidad de convergencia disminuye 
1 


on comparación con el caso de A no degenorado para los 
mismos Y, Y Yz- Paralelamente a la modificación indicada 
del método de Chebishev son posibles también los métodos 
de tipo variacional. 

La teoría general permito investigar un esquema implíci- 
to de itoración simple para el caso, cuando F/ es un espacio 


de Hilbert complejo, A = A + qLE, A os un operador hermí- 
tico, q = 4, + ¿q2 es un número complojo y además permite 
elegir el valor óptimo del parámetro iterativo. La transición 
al método do las direccionos variables iampoco prosonta 
dificultad. 

Xx += 2% 


No es difícil utilizar los resultados de la teoría general 
para la solución de ecuaciones en diferencias que aproximan 
problomas de contorno para ccuaciones de tipo elíptico. 
En este caso es fácil formular las reglas generales de soln- 
ción de los problemas de diferencias. Soa dada la ecuación 
en diferencias Au = f, dondo A: H >= H es un operador de 
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diforencias definido en el espacio 7/7 de las funciones reticu- 
lares prefijadas sobre la rcd w. Al principio se estudian las 
propiedades generales del operador A y se establece, por 
cjemplo, su autoadjunticidad y positividad, A = A* > 0, 
después se construye el operador B = B* > 0 y se calculan 
las constantes Y,, Ya y finalmente se encuentran rn = ny (e) 
y los parámetros (ti). 

Si so trata del MTA con el operador factorizado B = 
= (D + oR¡) D7 (D 4 0R2), entonces es necesario olo- 
gir la matriz Y y las constantes 6 y A (véaso ol cap. X) y 
conociendo 0 y A so determinan o, Y,, Pz, etc. 

En el libro se citan muchos ojemplos do aplicación de los 
métodos directos e iterativos para rosolver ccuaciones con- 
cretas de diferencias. En particular, en el capítulo XV se 
examinan métodos de solución de ocuaciones olípticas de 
diferencias en coordenadas curvilíneas: en el sistema de coor- 
denadas cilíndricas (r, z) y polares (r, q). 

En el capítulo X1V so oxaminan problemas multidimen- 
sionales, esquemas para las ecuaciones do la teoría de elasti- 
cidad y otros. 

Es importante señalar, que independientomente del mé- 
todo que sea aplicado para resolver un problema de contorno 
do diferencias dado, su tratamiento previo so realiza por una 
raisma receta: primeramente se forma el operador A y des- 
pués so estudia como operador en un espacio 17 de funciones 
reticulares. Después que la «recolección» de información acer- 
ca del probloma ha terminado, entonces se toma una decisión 
para olegir el método de solución del probloma teniendo en 
cuenta todas las circunstancias, incluso el tipo de computa- 
dora, la existencia de programas ostandarizados y otras. 


Capítulo 


Métodos directos 
de solución 

de ecuaciones 
en diferencias 


En cste capítulo se estudia la teoría general de las ccuaciones 
lineales en diferencias y además los métodos directos de solución de 
ecuaciones con coeficientes constantes, los cuales dan la solución cn 
forma cerrada, En el $ 4 se citan los conceptos generales sobre Jas 
ecuaciones reticulares. El $ 2 está dedicado a la teoría goncral de 
ecuaciones lineales en diferencias de m-ésimo orden. Eu el $ 3 se 
oxamiuan los métodos de solución de ecuaciones con coeficientes cons- 
tantes y en el $ 4 se utilizan estos métodos para resolver ecuaciones de 
segundo orden. El $ 5 se dedica a la solución de problemas retículares 


Ed 


cn valores propios para el operador cn diferencias mús sencillo, 


$8 4. Ecuaciones reticulares. Conceptos fundamentales 


1. Retículos y funciones reticulares. Un número signifi- 
cativo de problemas de la física y la técnica se reduco a las 
ecuaciones diferencialos de derivadas parciales (a las écua- 
ciones do la física matemática). Los procesos estacionarios 
de distinta naturaleza física se describen mediante ecuacio- 
nos de tipo elíptico. 

Las soluciones exactas de los problemas de cuntorno para 
ecuaciones elípticas se logran obtener solamonte en casos 
particulares. Por eso, en general, cestos problemas se resuel- 
ven aproximadamente. Uno do los métodos más universales 
y efectivos que ha obtenido on la actualidad una amplia 
difusión para la solución aproximada do las ecuaciones do 
la física matemática, os cl método de diferencias finitas 
o método de retículos. 

La idea del método consiste en lo siguiente. La región 
donde cambian continuamente los argumentos (por ejemplo, 
un segmento, un rectángulo, etc.) se cambia por un conjunto 
discreto de puntos (nodos) el cual se llama red o retículo. 
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En lugar do funciones de argumento continuo se cxaminan 
funciones de argumento discroto, llamadas funciones reticula- 
res y que están definidas en los nodos del rotículo. 

Las derivadas que entran en la ccuación diforencial y en 
las condiciones de contorno se sustituyen por «derivadas do 
diferencias. En este caso el problema de contorno para la 
ecuación diferencial se cambia por un sistema de ccuacionos 
algebraicas lineales o no lineales (ecuaciones reticulares o en 
diferencias). Tales sistemas se les llaman frecuentemento 
esquemas de diferencias. 

Dotengámonos más detalladamente en los conceptos fun- 
damentales del método de retículos. Examinomos priimera- 
mente los ejemplos más sencillos de retículos. 

FIEMPLO 1. Hetículos en una región unidimensional. Sea 
el segmento 0 < x < Ll, la región de cambio del argumento z. 
Dividamos este segmento en NY partes iguales de longitud 
h = UN, por los puntos x, = ih, i=0,1,..., N. El con- 
junto de estos puntos se llama retículo uniforme en el segmen- 
to (0, /l y se denota por v = [(x, =íh,:=0,41,..., /N, 
AN = ly, y el número % que es la distancia entre log puntos 
(nodos), del rotículo w, se le llama paso do la red. 


Paca soparar una parto de la red w, nosotros utilizaremos 
on lo que sigue la siguiente notación: 


o=(fx, =ih, i=1,2,...,N—1, Nh=D), 
vt=dfe=ih, i=14,2,...,40N, Nk =, 
07 =4fx;=ih, 1=0,14,..-,N—4, NMk=10), 
y = (xr. =0, ty = l). 

131 segmento ÍO, 2) puede ser dividido en N partos, intro- 
duciendo puntos arbitrarios 0 =7¿X 21,1 ...<2;¡¿< 
Zip Ls <= Ll En osto caso obtendre- 
mos el retículo w = fr; =0,1,...,.N,r. =0,zy = ll) 
con paso kh¿= z;¿ — %¡., en el nodo 2,,¿=4,2,..., N, 
el cual dependo del número ¿ del nodo z;¿, es docir, es una 
función reticular », = A (i). 

Si h¿¡35h¡+, al menos para un número t, enlonces el 
retículo w se llama no uniforme. Si hi; =h = 1/N, entonces 
obtendremos el retículo uniforme construido más arriba. 
Para el retículo no uniforme se introduco el paso medio 
h, =h(i) en el nodo x;, como A; = 0,5 (hy + Ri41), 1 < 
<iS<N— 1, donde ko = 0,5k, y Ay = 0,5 y. Sobro la 
recta infinita —oo <x<Xoo se pueden examinar los 
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retículos Q = [xy =a + ih, ¿i=0, +1, +2, ...) con 
inicio on cualquier punlo z = a y con paso k, compuestos 
por un número infinito de nodos. 

EJEMPLO 2. Jetículo en una región bidimensional. Sea la 
región do variación de los argumentos x = (x,, z,) ol rectán- 
gulo G = (0 < 22 < la, «€ = 1, 2) con frontera P. En los 
segmentos 0 < Za < la construiremos retículos uniformes 
W¿ con pasos h,: 

a =(2,()=UWh, 1=0,1,.-..,M, hiM = 1), 

03 = fza (3) = jha, J=0, 1, 1 N, RN = ly). 
El a do nodos x,, = (x, o), La 0, que poseen coor- 
denadas en el plano x, (1) y xa (7), se le llama retículo en el 
rectángulo GE y so Ad por mM = [2 = (ik,, jhe), 1 = 
== O, 1, . , M, j == , A, .e o. , ÑN, RM == l, hoN —= Lo). 

Evidentemente, el E o está compuesto por los pun- 
tos de intersección de las rectas zx, = 2, (1) y 22 = La (7). 


J31 retículo « construido os uniforme respecto de cada 
una do las variables x, y r,. Si al menos uno do los retículos 


Wa no es uniformo entonces el rotículo w se llama no unifor- 
me. Si h, = hz, entonces el retículo se llama cuadrado 6 
rectangular. 


Los puntos do w pertenccientes a T', so llaman puntos de 
frontera A su unión constituye la frontera de la red: y = 
=>? ¡77 Er 

Para describir la estructura ( del retículo w os cómodo utili- 
zar la escritura 1 =0w, X 0, es decir, ropresentarse w 


como el producto topológico de los retículos w, y sx. 
Emploando las notaciones introducidas en el ejemplo 1 


de w*, w” y (1, se pueden separar partes del retículo w en el 
rectángulo, por ejemplo: 


o, X 0 = [zx yy =(ih,,jh) i=14,2,....M-—, 
Li di NA 

0] X 2 = (2: = (iy, Jh2),1=0,14,....M—Í, 
j=0,14, ..., NV). 
Examinemos ahora el concepto de función roticular. Sea 


o una red introducida en una región unidimensional y zx; 
son los nodos de la red. La función y = y (z;) de argumento 
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discreto r;, se llama función reticular definida sobro la red w. 
Análogamente se defino una función reticular sobre toda red 


w introducida en lal región de cambio del argumento con- 


tinuo. Por ejemplo: si z¿¿ es un nodo de la red w on un 
dominio bidimensional, entonces ys y (x;;). ls evidento 
que las funcionos reticulares pueden ser consideradas como 
funciones cuyo argumento son los números enteros que 
indican los nodos de la red. Así, se puede escribir, y = 
= Y (11) =y (1), y = y (211) = y li, 7). Algunas vocos para 
representar las funciones reticulares, nosotros utilizarcmos 
la siguiento escritura: y (1;) = Yi, Y (14) = Y:17> 

La función reticular y; so pucdo representar en forma 
de un vector, considerando los valores de la función como 
las componentes del voctor Y = Yo» 1 Y1s » » -» Yy). En este 


ejemplo y; está dada sobro la red — = fx,,¿=0,1,..., V) 
que contiene Y + 4 nodos, y el vector Y tieno dimensión 


N +1. Si w es una red en un rectángulo (w = (1, = 
= (ih,, h2)1 0,1, ...,M,] =0,1,..., N)), entonces 
a la función reticular na dic Qe «w le correspondo el 
vector Y = (Yoo, - - -» 1. Yono > + > 

-, Ymn) de dimensión (MM ale 4) (N e 13. "AL mismo tiem- 
po los nodos de la red w se consideran ordenadas por las filas 
de la red. 

Nosotros hemos oxaminado las funciones reticulares esca- 
laros, o sea, aquellas funciones cuyos valores en cada nodo 
de la red son númoros. Citemos ahora ejemplos de funciones 
reticulares vectoriales cuyos valores on los nodos son vectores. 
Si en el ejemplo examinado más arriba, denotamos mediante 
Y (xa ($$) = Y y el vector cuyos componentes son los valoros 
do una función roticular y,¿ on los nodos Zoy, Tqy, - + -) Tay 


do la as fila do la rod vu: Y, = (Yoy, Yap» - - -» Ymp)» 
j=0,1,..., NY, entonces obtenemos una función reticular 


vectorial Y, definida sobre la red wm3 = fx, () = jha, j = 


NS , A . 
Si la función, prefijada sobre la red, toma valores com- 
plejos, entonces dicha función reticular so llama compleja. 


2. Derivadas de diferencias y algunas identidades de di- 
ferencias. Sea dada una red «. El conjunto de todas las 


funcionos reticulares sobre w, constituyc un espacio vectorial 
con la suma y ol producto de funciones por un escalar, defi- 
nidos do manera ovidente. En el espacio do las funciones reti- 
culares se puedon dofinir operadores de diferencias o rotícula- 
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ros. Un operador Á que transforma la función reticular y 
en la función reticular f = Ay, se llama operador reticular 
o de diferencias. El conjunto de nodos do la red utilizados 
para escribir un operador de diferencias en un nodo de dicha 
red, so llama molde do este operador. 

El operador do diferencias más sencillo es el operador de 
diferonciación de diferencias de una función roticular, el 
cual gonera las derivadas de diforencias. Definamos las 
derivadas do diferoncias. 

Soa $ una red uniforme con paso Rh introducida sobro Ja 
recta —0oo ZITZo:N= fx, =a4 + ¿h, ¿=0, +1, +2, 
- . .). Las derivadas do diferencias de primer orden para la 
función roticular y; = y (z;), x;€ (2 se definen por las 
fórmulas 

Viva —Yi 


Ai =Yz,i= Ay = Y. 1=3>  () 


y se llaman derivadas izquierda y derecha respectivamonte. 
Se utiliza también la derivada central 


Ay =Yg  = "En TEL 0,5 (A, + Az) y:- (2) 


Vi —Y iy 
h 3 


Si la red no es uniforme, entonces para las derivadas de dife- 
rencias de primer orden se aplican las siguientos notacionos: 


Yi Vi _ Vr —Yl _ Vir —Y 
yz, 1 Ry 3 Yx, a his ) Ya 2 — hi 


(3) 
Ye q 0,5 Yz. ¿+Yr, 1), R¡=>= 0,5 (2, + 2¿+1)- 


Do las dofiniciones (1) y (3) se deducen las siguientes 
relaciones: 


Y iS YZ ip? (4) 
ñ 
Bala = Y > (5) 
y también las igualdades 
Ya —= Y +1 — Risa, = Yer FAY, y (6) 


Los operadores de diferencias A,, Az y Ay tienen moldes 
constituidos por dos puntos y se utilizan para aproximar la 
primera derivada Lu = u* do una función u = u (x) do 
una variable. Además, los operadores A, y A, aproximan el 
operador £ sobre las funcionos suaves con error O (h) y 
Ay con error O (A). 


34 


Las derivadas de diferencias de n-£simo orden se definen 
como funciones reticulares oblenidas al calcular la primera 
derivada de diferencias de la función ya derivada de difo- 
rencias hasta el orden 4 — 1. Citemos ejemplos do derivadas 
de diforencias de segundo orden: 


ida a 2 
A qe (Via — Yi TÉ Yisa)» 
de aca 1 
¿44d 2, 
A En 2h e = 3 Yi 2 — 2Y; + Y 42)» 
a = 


== (Ye, A A ( Yies Ye Yi — Via ) 
Y, Í . his hs 7 
las cuales se atilizan para aproximar la segunda derivada 
Lu = u” de la función u = u (2). En el caso de una red 
uniforme el error de la aproximación es igual a O (2%). Los 
operadores de diferencias correspondientes poseen un molde 
tripuntual. Para aproximar la cuarta derivada Lu = ulV 


se e la derivada de diferencias de cuarto orden yz,=, , = 


==>+ (Yi-e — 4Yi-1 E 6Yi: — 4Yi+r + Yi+2). Análogamonte, 


para aproximar derivadas de r-ésimo orden se utilizan deri- 
vadas do diferencias de orden ». 

No presenta dificultad definir las derivadas de difercn- 
cias de funciones reticulares de varias variablos. 

Para transformar las expresiones que contengan «deriva- 
das de diferencias de funciones reticulares, necesitaremos 
fórmulas de diferenciación de diferencias para ol producto 
de funciones reticulares y fórmulas de sumación por partes. 
Estas fórmulas son el análogo de las correspondientes fórmu- 
las del cálculo diferencial. 

1) Fórmulas de diferenciación de diferencias del produclo. 
Utilizando la definición (3) de derivadas de diferencias, no 
es difícil verificar, que tienen Ingar las identidades: 


(UD) ¿Uz ¡Dia RU oz, ¿RU ¿Vi 
+ Uv ¡= uz. ¿0 + uv Ba h uz YE, és 

(UD), ¿ =Ux, ¡Vjga HU Ox, ¡SU ¡01 Y 
PU Vx, ¿= Uno, ¿Vi HU xl, AV, > 


an E i ¿VU a =Ua V 
(UD) A e Pia TU P 24 ¿+ 
U: nn. —u D UD, -Au ais 
=P E xt ¿+4 2.47 ¿ a 
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Utilizando (4) y (5) se puede escribir la última identidad en 
la forma: 


e TN 
(uo), O EN TE TRE E (7) 


2) Fórmulas de sumación por partes. Multiplicando (7) 
por %; y sumando la relación obtenida con respecto a ¿ desde 
m +1 hasta n — 41, encontramos quo 
n-1 

2 (U0). A =Un0n —Um+1U 41 = 
=m>+1 x, 4 
n-i SS 
= 12 LPR A Dz 1 

Utilizando (6) obtenemos Ja relación Dp+1 =Um + 
+ AmtiDxe, m=Um THE Rm+105 m+3> la cual sustituye en la 
igualdad hallada. Como resullado tendremos 


n-1 n-— 1 
UnUn —Um+1Pm = > u, Al ¿R, + > UV ¿4 1%1+1- 
i=m41 *» i=>m 
£l cambio del índice de sumación ¿' = ¿ — 4 on la segunda 


suma del miembro segundo, da la siguiente fórmula de 
sumación por miembros: 


n-1 


>) u. v¡ A ,= — S U¡Dz ¿P, + Han —Um+1Um: 


i=m+i ”*» y t=m+w 1 

(8) 

Utilizando (6) es fácil obtener de (8) una fórmula de 
sumación más por AS 


ni 
2 5 Vit ia S E Kg + Un-10n — UmUm- (9) 
A imtn 


De la fórmula (8) se deduco que la función u; debe estar de- 
finida param+i<i<n, y la función v; — para m < 
<X1X< mn. Sea ahora y¿ una función reticular dada, para 
m<i < n. Entonces la función u; = Ya está definida 
para m+1<1i<n. Sustituyendo u,¿ on “8, obtenemos 
la siguiente identidad: 


1 n 
eN sd PS a Y Pz, ¡Ri ES nn — Y x,mÚUm>: (10) 


Tiene lugar el siguiente lema: 
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LEMA 1 Sea m=(2,,1-0,4,...,N, 7. =0, 7 y = 
= 1), una red no uniforme arbitraria y sea y; una función 
reticular dada sobre w, la cual se anula para ¿=0, [1 = N. 
Para esta funclón se cumple la igualdad 


BE N 
— uo . A 2 >. 
E) Ya, Yi 2 (yz. ¿) ho; 


La afirmación dol loma 1 se deduce de forma evidente de 
la identidad (10). 
COROLARIO. Si w es ura red uniforme, Ya = Yy =0 y 
Yi == 0, entoncos 
N-1 N 
Y Ya vih=— 207, 40. 


Con esto terminamos el examen de las fórmulas de dife- 
rencias. Algunas obras fórmulas serán cxaminadas en el 
cap. V. 

Las identidades obtenidas se utilizan no solamente para 
la transformación do las expresiones de diferoncias. Ellas 
so aplican frecuentemento, por cjomplo, para cálculos do 
distinto tipo de sumas finitas y series. 

Citemos un ejemplo. Se exige calcular la suma S, = 

n-1 
= Y iat, a 41. Introduzcamos las siguientes funciones 
roticulares prefijados sobre la red uniforme «w = [zx = 1, 
i=0, li... 0, Rh = 1 


v¿=i  u = (al — ar Ya — 1). (11) 


Sobre la red indicada la fórmula do sumación por miembros 
(8) para cualosquiora funciones reticulares, tiene la forma 
(m = 0) 
n- 1 n 
mz E A 
Toniendo en cuenta que para funciones (11) son cierlas 
Jas relaciones ty=U4,=0, vz ,=1, Uux, ¿=a, de aquí 
» 


n-í 


Tn 
» E 7 alar _ ar (n (a—1)—u) +a 
obtenemos S, = 2 ia! = 2 == E , 
i= ion 


La suma buscada ha sido hallada. 
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3. Ecuaciones roliculares y en diferencias. Sua y, = y(i) 
una función roticular del argumonlo «discroto ¿. A su vez, 
los valores de la función reticular y (:) forman un conjunto 
discreto. Sobre cste conjunto se pucde definir una función 
reticular que al sor igualada a cero oblenemos una ecuación 
con respecto a la función y (1) — ecuación reticular. Un caso 
especial do ccuación reticular cs una ecuación eno de 
diferencias. Procisamonte las ecuaciones de diferencias serán 
el objeto fundamental do investigación en nucstro libro. 

Las ocuaciones reticulares so obtienon al aproximar ecua- 
ciones diferenciales e integrales sobre una red. 

Citemos primeramente ojemplos de aproximaciones de 
diferencias dle ecuaciones diferenciales ordinarias. 


Así, las ocuaciones diforencialos de primer orden 
SL =1(0), x>0, se cambian por ecuacionos en diferen- 
cias de primer orden aL px), r¡==ih,1i=0,1,... 
Yiaa = Yi + Af (z,), donde k es cl paso de la red w = 

le, Pim, ¿=0, 4, ...). La función buscada es la 
función reticular y, — y (1). 

lin la aproximación do diferencias de una ecuación de 
segundo ordon H= 10), vbtonamos la ecuación en difo- 
roncias de segundo orden Yi+1 — Yi $ Yia = Qi Qi= 
=H3f., f, =f (2,), 2, = ih. Si aproximamos la ecuación de 
tipo general (ku“)” /- ru* — qu = f (2), en un molde tripun- 
Gual (Z(_,, Ti, 2:41), entonces obtendremos una ccuación en 
diferencias de segundo ordon con coeficientes variables del 
LIpo aiYia — CY E birra = — pi ¿E 0, 1, ..., donde 
di, Ci, by y (e. son las funcionos reticulares dadas, e y, es la 
función reticular buscada. 

La aproximación sobro un relículo do la ecuación de cuar- 
Lo ordon (ku”y” = f (x) conduco a una ecuación en diferencias 


de cuarto orden y tieno la forma 
121 


ar Ya Ha Ya He Yi EH Yi EH Yi = Qe 
Para la aproximación de diferencias do las derivadas u”, u* 
y u” se pueden utilizar moldes con un número grande de 
nodos. lsto conduce a las ccuaciones cn diferencias de 
orden más alto. 
La ecuación líneal respecto a la función robicular y (£) 
(función del argumento enlero i) 


doli)y()la ()yGri) +... +0m() y ( l- mm) = 
= f (i), (12) 


— 
a 
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donde a, (1) +0, am (1) co O, y f (1) es una función reticular 
dada que so llama ecuación en diferencias de m-ésimo orden. 

Si (12) no contiene y (¿), pero conlieno y (i + 4), enton- 
ces la sustitución de la variable independiente ¿ 4- 1 por ¿' 
reduce esta ecuación a una ecuación de orden m -— 1. 

En esto consiste una de las diforoncias entre las ecuaciones 
rolicularos y las diferenciales, donde la sustitución do la 
variable independiente no cambia la ecuación. 

Sea F(i,y()y(G+%), ..., y (i+m)) una función 
reticular no lineal. Entonces FP (, y (0), y (¿+ 4), ¿ 

., Y (¿+ m)) =0€s la ecuación en o de diferencias no lineal 
de m-ésimo orden, si F' depende explícitamento de y(i) e 
y (i + m). 

Para comodidad al comparar con Jas ecuaciones diferen- 
ciales, introduzcamos las diferencias (derechas) para las fun- 
ciones reticulares: Ay = Ja = Ya A?y, = A (Ay, 

At+ly, = A (A*y;), k = 
- Entonces (12) se puede e en la forma 
a0(i0)y(0)+0()Ay +... +am()A"y, =f,, (12) 
donde %. (1) = 4m (i) +0 y además, el coeficiente ay de 
Yo, también es diferento de coro. 


La ccuación en diferencias (12') os el análogo formal de 
la ecuación diferencial de orden n»: 


d dm-1 qm 
A a m1 Temor dim>=1 + Om Gr dr” —r=/ (2), 
dondo nm 3 0, a, = y, (2), k =0,1,..., m. Sea dada la 
red 0 = fx; =ikh, ¿=0, 1, .. .). Si denotemos 
Ye ==, Yxx, ii =(Yx)x, io ...y ya) = 


== Ye ... y Y, E, 
EE” 
h veces 


de manora tal que y = (y4-0,, k>i, ye ¿=y(0), 
entoneos y (¿ + k) se expresa mediante y (0, 2 Ue des .3 y B- 0 
por ejemplo, y (143) = Y (1) + BY ei + Ye Y 
Luego la da (12) se escribe en la forma AY (1) + 
+ 0 (0 Ye (OA Ama Y (E) + amyi” (e) = f, 
donde Am = Gm 20 y €. +0. Aquí la analogía con Ja 
ecuación diferencial de m-ésimo orden es evidente. 
Similarmonto se define la ecuación on diferencias respecto 
a la función reticular Ys, ¡, = Y (1, ¿a) de dos argumentos 
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discrotos y en general, do cualquier número de argumentos. 
Por cjemplo, el esquoma pentapuntual de diferencias «cruz» 
4 2 
para la ecuación de Poisson Au = S= + — = 
p] 3 
= —f (2,, 272) sobre la red 0 = (2, = (is, ioho), id, de = 
=0,4,...), tieno la forma 
Y (1 —4, 11)—2y (ls, ta) y (11-41, 12) + 
hi 
+ y (i, . to — 1) —2y Sa 10) +y (ta 1241) _ fe. 5 
y representa una ccuación en diferencias de segundo orden 
respecto de cada uno do los argumentos discretos i, e tj. 
La ecuación reticular de tipo general so obtiene al apro- 
1 


ximac la cocuación integral u (xr) = | K (x, s) u (s) ds + 


0 
+ f(2),0 < x < 1, sobre la red — = fx, = th, i =0,1,... 
Cambiemos la integral por la suma 
3 N 
| X(z, s)u(s)ds =h Y a,K(x, ¡h)u (3h), 
0 J=0 


donde «a, os el cooficiente do la fórmula de cuadratura, y en 
lugar de la ecuación integral escribamos la ccuación reticular 


N 
y = y UK (ih, OT ¿=0, L; ...3 N, 


dondo la sumación se realiza por todos los nodos de la red o, 
y la función rolicular y, es la incógnita. 
La ocuación reticular puedo ser escrita en la forma 


N 
2 001=10 i=0, 4%, ..., N. (13) 


Ella contiene todos los valores Yo, Yi, + - +» Ypn de la 
función reticular y so puedo interprotarla como la ecuación 
en diferencias de orden N igual al número de nodos de Ja red 
menos uno. 

La ecuación do diferencias (12) de m-ésimo orden cs un 
tipo especial de ecuación roticular, cuando la matriz (c;y) 
ticne elementos distintos do cero solamente sobre m diagona- 
leg paralelas a la diagonal principal. 
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En el caso goncral se puede entender por ¿ no sólo un 
índicoi =0,1,..., sino también un multi-Ííndice, es decir, 
un vector ¿= (i,, da, . . ., 1) con números enteros en las 
componentes l¿ =0,1,2,...,a =41,2,..., p, además 
¿€ wm, dondo w os la rod. 

La ccuación roticular lineal ticne la forma 


CuY=fp ¿€m, (14) 
co 


donde la suimación so realiza por todos los nodos de la rod 
w,f¿ cs la función reticular prefijada e y;, la función reticular 
buscada. 

Si renumeramos lodos los nodos de la red, entoncos se 
puede escribir y; = y (1), donde ¿ es el número del nodo, 
i=0,1,2,..., V. Debido a esto la ecuación reticular (14) 
toma la forma (13). 

Evidentomente que cesto os un sistema do ecuaciones 
algebraicas lineales de orden N + 4 con matriz (c;;). Por Jo 
tanto todo sistema de ecuaciones algebraicas lineales se 
puede interpretar como una ecuación reticular e inversa- 
mento. 

Si y (i) es una función retienlar vectorial, entonces se 
habla de la ecuación relicular (de diferencias) vectorial de 
m-ésimo orden. 

Soa F (E, Yo, Vis - + ->» Y) la función dada (en goneral, no 
lincal) do N + 2 argumentos l, Yo, Yx» - - »» Y» Igualándola 
a cero, oblonomos la ecuación  roticular no lineal 
P li, Yo» Yo - - +" Y) =0,1=0,1,..., N, cuya solución 
es la función reticular y (¿) que convierte esta ecuación en 
identidad. 

FExaminemos la función roticular 4 (3) = F” (i, Yo, Yi» - - - 
Y) i=0,1,.. ., NW. Do aquí so ve, que la función F 
prefija un cierto operador reticular que convierte la función 
reticular y (¿) en la función reticular .+ (1). 

Si PP os la función linoal, entonces obtenemos la ecuación 
(14), la cual, obviamente, se puedo escribir en la forma opera- 
cional Ay = f, donde A es el operador lincal con matriz 
(e;,), e y es el vector en el espacio de las funciones reticulares. 

Si los cocficientes c,, no dependen de j, entonces (14) 
so llama ecunción reticular con coeficientes constantes. 

Aunque en este libro se le concede atención fundamental 
a la solución numérica do las ccnaciones de diferencias que 
se obtienen al aproximar en diferencias las ecuaciones dife- 
renciales do tipo elíptico, los métodos iterativos son aplicables 
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para cualquier ecuación reticular lineal, es decir, para todo 
sistema do ecuaciones algebraicas lineales. Por eso la teoría 
de los métodos iterativos aquí expuesta tiene un carácter 
general. La particularidad de las ecuacionos reticulares 
consiste en que son un sistema de alto orden, y además ol 
orden de la ecuación aumenta al condensarse la red (cl número 
de incógnitas os igual al númoro N de nodos do la red, 


N=0 (7) en el caso p-dimensional, donde % es ol paso 


de la red). 

4. Problema de Cauchy y problemas de contorno para ccua- 
ciones en diferencias. Citomos algunos ejemplos complomen- 
tarios de ecuaciones en diferencias y detengámonos en el 
plantoamiento de los problomas para las ecuaciones en dife- 
rencias. 

Obsorvemos, que los ejomplos más simples do ecuaciones 
en diferencias «dle primer orden son las fórmulas para los tér- 
minos de las progresiones aritmética y goomótrica: 


Yiri= Yi +09, Yi+41 = QUYi, ¿=0, sE e...» 


La solución de una ecuación de primor orden puede ser 
hallada, si so da una condición inicial para ¿ = O (problema 
de Cauchy). 

La solución y (i + m) de una ecuación de diferencias de 
m-ésimo orden está determinada completamento por los 
valores de y (¿), profijados en m puntos arbitrarios, poro ubi- 
cados consecutivamente, de, lo +1, ..., lo 4m-—Í. 
En efecto, ya quo 4, (1) + 0, entonces de (12) encontramos 
y(+m=bm(D)y(i+m—t)+...+ do (0) y (+ 
+ «q (c). Poniondo aquí sucesivamente ¿ = ¿o, lo + 1, ..-.., 
hallamos los valores y (¿) para ¿ > ¿¿. Análogamente, expre- 
sando de (12) y (¿) mediante y(¿ +41), ..., y (i+m) y 
poniendo sucesivamento ¿= ig — 1, ¿—2,.. ., hallamos 
y (i) para ¿ < ¿o — 41. Si en la ecuación (12) se exige determi- 
nar y (¿) para ¿ > 0, entonces es suficiente dar el valor en m 
nodos (condiciones iniciales) y (0) = Yo, Y (1) = Y, 

..., Y (m— 1) = Ym-1- 

Añadiendo estas condiciones a la ecuación (12), vbtene- 
mos el probloma de Cauchy o problema con datos inicialos 
para la ecuación de diferencias do m-ésimo orden. 

Para las ccuaciones de primer orden (m = 1), como hemos 
visto, es suficiente dar una condición inicial. 

Las ecuaciones de diferencias no lineales se obtienen al 
resolver ocuaciones diferenciales no lineales. Examinemos, 
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por ejemplo, la ecuación diferencial 


Si =1J (0, 4), 2>0 (0)=p 


(problema de Cauchy). Sustituyendo esta ecuación por ol 
esquema de Euler (esquema explícito), obtendremos la ecua- 
ción de diferencias de primor orden y;44 = Yi + Af (z;, y;) 
dondo ¿>0 y yo = py. 
Si sustituyomos la derivada du/dxr para x = x; = ih por 
Ja relación izquierda en diforencias, entonces obtendremos 
la ccuación de diferencias no Jineal respecto a y; de primer 
orden Y; = Yi, + hf (2;, yi), donde ¿> Ó0 y yo = U;- Para 
determinar y, es necesario rosolver la ecuación no lincal 
PY) = Y —hf (1 Yi) = Ya 
FExaminemos ahora un ejomplo do ecuación de diferencias 
de segundo orden. Supongamos que se oxigo calcular Jas 
RN 


. , _ cos kp —cos kqp ma 

integrales 1, (q) = E dp, de = 0, 1, 2,00. 
Anle todo notemos, que f¿ (q) =0 0 f, (p) = rn. Transfor- 
memos la oxpresión [cos (% + 1) y» — cos (£ + 1) ql + 
+lcos (+ — 1) 1 — cos (e — 1) (qp)= 2 cos My cos y —-2 c03 fp x 
x cos p = 2 (cos km — cos kp) cos q 4- 2 (cos p —cos q) x 
Xc«os lap. Aprovechando esta exprosión, obtenemos: 


Tra Cp) E Ina (4p) = 2 c08 pÍa (1) + 
+ 2 ' cos kp dy =2c08 p/f, (ip), k=1. 
0 


De esta manera, ol cálculo de las integrales £, (p) se reduce 
a la solución del problema de Cauchy para la ecuación de 
diferencias de segundo orden 


Puri (p) — 2008 pÍr (p) + Tr, (1) =0, 
E>1 L(p=0, L(p)=x (15) 
Examinemos otro ejemplo más. Se exige hallar la solución 


de un problema «de contorno para ol sistoma de ceuaciotios 
diferenciales ordinariag de primer orden 


Zi=Au+f (2) 0<a<!, (16) 
con Bu = um, six =0 y Cu == ps para z = l. Aquí u (1) = 
= (e, (2), uzg(z), ..., Uas (2)) es la función vectorial de 
dimensión MW, A = A (7) os una matriz cuadrada de dimon- 
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sión 17 X M,B y C son las matrices rectangularos de dimen- 
sión M7, x MM y Mo, Xx MM respectivamente, donde MM, + 
+ M, = M. Los vectoros f (x), m, y m2 son dados y tienen 
dimensiones A7, MM, y Ma, respectivamente. 

Introduciendo la red uniformo wm = lz, = ih, 1=0, 
t,... ,N,h= UN en ol segmonto 0 < 7 < l y dofiniendo 
sobre ella la función voctorial roticular Y, = (y, (i), Ys (1), - - 

-, Ym (1)), le ponomos en correspondencia al problema 
(16) el osquema de diferencias más sencillo. 


Yi, — (E SRMAD)Y, =Fi, O0Si<N—1, 


BY. —= Mx CY y = Mo, (17) 
dondo FP; = hf (x,). Esto es un ejemplo de ecuación vectorial 
linoal de diferencias de primer orden con 47, condiciones 
para ¿ = 0 y 17, condiciones para ¿ = N. Por lo tanto, para 
el sistoma de ecuaciones de diforencias do primer orden, 
toremos un problema de contorno. 

Para las ccuacionos de segundo orden son más típicos 
los problemas de contorno. Examinemos, por ejemplo, el 
primer nroblema de contorno 


E — (13u=-—/f(x), O<zx<l, 


e p u()=mw q(2)>0. (18) 


Elijamos la red uv = (27, =ik, ¿=0,4,..., N,h= UN) 
y pongamos al probloma (18) en correspondencia ol problema 
de contorno on diforoncias, 


Vi, 2 —d Y, == —Y y, O<i<N, 


Yo = Ma, Yn = Maz (19) 


dondo dí =3 (31) y q; =$ (z,) para q (2) y f (x) suavos. 
Este problema os un caso particular del problema de con- 
torno para la ecuación de diferencias de segundo orden 

—A Y ia dy ty — biYira = Qi 

1<:¡<N—Íl, Jo =p Y = Me (20) 
para a, = db, = 1/4? y ec; = d, + 2/h2. 

El esquema de diferencias (20) se puede escribir en la 

forma 

AY =F, (21) 
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donde Y = (Yi, Ya, ---» Yy-1) es el vector de dimensión 
. . 5] 4 
N—1 incógnito, F= (o, +77 Has Var --- +» Pue Pia 


+ 12) es el vector de dimensión N —4 conocido y A 
es la malriz cuadrada tridiagonal del tipo 


tc, —b, 0 0... 0 0 0 
— (lo Ca —b, 0 ...». 0 0 0 
0 0 


0 0 0 0 COx.a buzz 0 
0 0 0 OS bu — A w-2 Cn. —— Ur -2 
0 0 0 0 0 — Uni CN-1 


De aquí se ve qno el problema de contorno para la ecuación 
de diferencias de segundo orden (20) represonta un sistema 
de ecuaciones algobraicas lincalos de tipo especial. Si el 
problema de Cauchy para la ecuación de diferencias do seo- 
gundo orden es siempre soluble, entonces el primer proble- 
ma de contorno (20) es solublo para todo segundo miembro 
derecho solamento, cuando la matriz 4 del sistema (21) 
no es degenerada. 

Los problomas de contorno para ecuaciones en diferencias 
de m-ésimo orden reducen a los sistemas de ocuacionos alge- 
braicas lincales con una matriz que no poseo más de m + 1 
elementos no nulos en cada fila. 

Al aproximar ecuaciones en derivadas parciales nosotros 
llegamos también a un sistema de ecuaciones en diferencias 
o sencillamente algebraicas con una matriz especial. Ya 
que el námero de incógnitas en tal sistema frecuentemento 
cs igual al númoro de nodos do la red, entonces en la práctica 
nos encontramos con sistemas de orden muy alto (con dece- 
nas y hasta centenas dle miles de incógnitas). Otras singularos 
de estos sistemas son el enrarecimiento do la matriz y la 
estructura en forma de banda, es docir, la distribución especial 
de los elementos no nulos. Estas singularidades, por una 
parte, facilitan la solución de los problemas indicados y, 
por otra parte, exigen la creación de métodos especialos de 
solución que tongan on cuenta Jas particularidades del 
problema. Por eso, no dobce asombrarnos que Jos métodos 
clásicos del álgebra lineal, resulten a menudo no efoctivos 
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para resolver ccnaciones de diferencias y que no exista un 
método universal quo permita resolver eficientemente cual- 
quicr ecuación do diferencias. 

En la actualidad se utilizan dos tipos de métodos de 
solución de sistemas de ecuaciones algebraicas lineales: 
1) métodos directos; 2) métodos iterativos o inétodos de 
aproximaciones sucosivas. Como rogla general, los métodos 
dirocitos están orientados hacia la solución «dc una clase 
bastante estrecha de ecuaciones reticulares, pero ellos per- 
miton encontrar la solución con un gasto muy pequeño «do 
trabajo computacional. Los métodos iterativos permiten 
resolver ecuaciones más complejas y con frecuencia, en 
calidad de etapa fundamental «del algoritmo, contionen mé- 
todos directos de solución de ccuacionos de diferencias 
especiales. El hecho de que las ecuaciones de diferencias 
están mal acondicionadas, conduce a la necesidad de elabo- 
rar procesos iterativos rápidamento convergentes y a la 
distinción del dominio de cfectividad de cada método. 

l5n una serie de casos, por ejemplo para una ecuación li- 
neal con cocficiontes constantes con respecto a una función 
reticular do un argumento, la solución puede ser hallada en 
forma cerrada. Taleg métodos de solución de ecuaciones 
roticulares serán examinados en el $ 3 de este capítulo. 


$ 2. Teoría goneral de las ecuaciones lineales 
en diferencias 


1. Propiedades de las soluciones de una ecuación homogé- 
nea. En este párralo será examinada la teoría general de 
ecuaciones on diferencias lincalos de rm-ésimo orden con 
coeficientes variables, 


Mm (D)y (+ m+... +00 y (1) = fa 


dondo «¿m (¿) y ao (¿) son distintas de cero para cualquier ¿. 
Ocupémonos primeramente de investigar la ecuación homo- 
génca 


m 
Om (y (i+m+... +00 (1) y()= 2 an (1) y (i+ k)=0. (1) 
Consideraremos que los coeficientes a, (1), k=0, 41, ... 
. +. ., Mm, tienen valores finitos para todos los valoros de i 


examinados. 
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Cada solución particular de la ccuación (1) se determina 
por los valores de la función y (2) en m puntos athitrarios, 
pero situados conseculivamente, ¿y, lp + 1,. - .,¿p Fon — 1. 

TEOREMA 1. Si 0/(0), D¿(0), -- ., Up (¿) son soluciones 
de la ecuación (1), entonces la función 


y (1) = (10, (1) + C2U2 (¿) + e Ea + €p0), (2), (2) 
donde Ci, Ca» . . ., €) son constantes arbitrarias, es también 
solución de la ecuación (1). 


En efecto, en virtud de la condición del teoroma, tienen 
lugar las igualdades 


S, 4 (001 (6+1)=0 l[=1, 2, ..., P. (3) 
Sustituyamos (2) on (1): 
m m P 
Y ar(iy(+k)= > a, (1) 2 cu, (¿+k) 
k=0 k==( l=1 


y cambiemos el orden do sumación en el segundo miembro 
do la igualdad. Utilizando (3), obtenemos 


m 


Ta P 
2 (0 Y (Ek) =2 01 2 a (1) 01 (14h) =0 


y, por consiguiente, la función y (¿), definida por (2), tam- 
bién es solución de Ja ceuación (1). El teorema está domos- 
trado. 

Introduzcamos la notación A; (0,, . . ., Yp) para el deter- 
minante 


A; ¡7 VUz2, .- «5 U,,) == 
0,() 09, (+41) ...v,(4+p-—i) 
Val) vV(i+1)... v(i4+p—i) 
Dp (1) Up (E-F1)... 0p (+ p— 1) 
Tiene lugar el siguiente lema: 

LiMA 2. Sean v, (1), Va (1), . . ., Um (1) las soluciones de la 
ecuación (1). El determinante A, (Us, - . ., Um) €s idénticamente 
igual a cero según t, o distinto de cero para todos los valores 
admisiblesZde i. 

Roalmente, ya que v; (¿), . . -, Um (¿), son soluciones de 
la ecuación (1), ontonces son válidas las igualdados siguion- 
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tes: 
Go (1) 0, () + a (o (++... 
E lma(i)0, (id m—1) = —4p (1) y, (¿+ m), 
29 (1) 0, (1) +42. (00. (+ 0+... 
co.“ Ami (1) Va (i++ m — 1) = —Qm (1) Ya (i + m), 
%o (¿)0m (0) + a,(i)omliFO+A... 
co. + Ama (2) Om (i A- nm — 1) = —2m (1) Um (¿ + .m). 


Resolviendo este sistema por la regla de Cramer, con 
rospecto a Ay (¿) para ¿ fijo, obtenemos 


ay (i)A (04 -.-., Um) =* 
V(i+m) vy(:+4) ... v.(¿+4+m-—1) 
Valipm) va (¿ +1) ... va(¿m—i) 


Um (¿+ mM)oumlib1)... Um(i+m—t) 


Después dol respectivo reordenamiento do las columnas 
del dotorminante de la parto derecha de la igualdad obienida, 
tendremos la relación a (0)As (Va ---.. Um) = 
= (—1) "Am (1) Ar4y (UV) - - «s Um). Ya que o (i) Y Gm (1) 
son distintos de cero para los valores admisibles de i, ento1- 
ces de aquí so deduce la afirmación del lema. | 

Introduzcamos ahora el concepto do soluciones lineal- 
mente indopendienles do la ecuación (1). Las funcionos reti- 
culares U, (¿), Va (1), . . ., Vm (1) so llaman soluciones lineal- 
mente independientes de la ecuación (1), si: 1) ellas toman 
valoros finitos y satisfacen la ecuación (1); 2) las relaciones 


CO, (1) + Ca (1) HH... + Cmlm () =0 (4) 


para constantes cualesquiera Cy Cy, » - .» Cm, Simultánca- 
mento no iguales a cero, no so cumplen al menos para un t. 

Para las soluciones linealmonto indopendientes es válido 
el siguiento lema: 

LEMA 3. Si Dv, (8), Valid), .. ., UOm(i) son las soluciones 
linealmente independientes de la ecuación (1), el determinante 
A; (01, - - -» Um) es distinto de cero para todos los valores adm!- 
sibles de i. Inversamente, si para las soluciones vr, (i), ... 

- ., Om (i) de la ecuación (1) el determinante A, (0,, . . -, Um) 
es distinto de cero al menos para un valor de i, entonces 
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:= — Q m (i) 


O, (1), . - .. Um (1) son las soluciones linealmente independientes 
de la ecuación (£). 


En virtud del lema 2 el determinanto A, (P,, . . ., Um) es 
identicamonte igual a cero, o distinto de cero para todos 


los i, Sean U0,(i),.. ., 09m (¿) las soluciones linealmente 
independientes do la ecuación (1) y supongamos que 


A: (Pi, - . ., Um) = 0. Examinemos el sistema de ecuaciones 
algebraicas 


C10, (to) E Cos lin) +... + CmUm (¿0) =0, 
CD, (lp + 1) + €203 (lo H1) +... + EmUm [ip + 1) = 0. 


Sora as A E e AAA A AMO) 
c10, (ía + m— 1) + CgMs (in + m — 1) — ... . 

cc... + Cm0m (ly $ m — 1) = 0. 
Ya que, por suposición, el determinante «de este sistema 
Aro (Vr1» + + -» Um) €s igual a cero, entonces existe una solución 
C1, Cg2 » - -» Cm de este sistema, distinta de cero. Por consi- 
guiente para los C,, C2, +. +. «+ Cm hallados tienon lugar las 
igualdades (4) pata i = ¿pio +1,.-., lo + mm — 1. Mostre- 
mos alora, que (4) tendrá lugar también para i = ¿¿ + m. 
Para esto tumemos la ecuación (1) para l=41,2,...,m 


m 
¿2 2h (19) DW; (ip +4) =0, 
¿== 

multipliquémosla por c; y sumemos las igualdades obtenidas 


para ¿=41, 2, ..., m. Teniendo en cuenta las igualdades 
(5), ohtendremos 


m mt m 
O = Gm (19) 2, c01 (iq + m) + PY Cn (ig) 2] CD 1 (iy + k) == 


m 
= Um (10) Pm CD; (io A. m). 


Do tal modo, está demostrada la validez de la igualdad (4) 
para il = ¿q + m. Siguiendo más adelante de la misma forma, 
obtendremos que se cumple la relación (4) para los C,, €z, . . - 
. . «9 Cri oncontrados más arriba y para todos los ¿>> in 
admisibles. Análogamente se demuestra la justeza de (4) 
para ¿ < ip. Por consiguiento, (4) se cumple para todos los ¿ 
CON Cr, €» +» » »» Cn no nulos, lo cual contradice la indopenden- 
cia linoal de vo, (¿), . . ., Um (t). Por eso la suposición do quo 
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el determinante Á, (V,, - . ., Um) es idénticamento igual a 
cero Según ¿, no es cierba. 

Demostremos ahora la segunda parte del lema 3. Sea el 
delterminanto A; (ts, . . ., Um) distinto de coro para algún 
¿ = it. Entonces supongamos, que v,(¿), va (E), . . ., Um (1) 
os un sistema do soluciones linealmente independientes de 
la ecuación (1). Esto significa que se hallan constantes 
Ci, C2, - - -7 Em No iguales «+ cero simultáneamento, tales que 
la relación (4) es una identidad según ¿. Entonces escribamos 
(4) para ¿liv l+ 4H, ..., lo HFim—á en forma del 
sistema (5) donde en virtud de la suposición del lema, el 
doterminante A;, (Ly, . . ., Um) de oste sistema es distinto de 
cero. Por eso todos los €,, Ca, - - -+ Cm deben ser iguales A CCro. 
Asi Megamos a una contradicción. El lema está demostrado. 

2. Teoremas subre las soluciones de una ecuación lineal. 
J'rimeramente demostraremos un teorema sobre la solución 
gonoral de la ecuación lineal homogénea (1). 

a TEOREMA 2. Si v, (¿), Va (l), - - ., Um (i) son las soluciones 
linealmente independientes de la ecuación (1), entonces la 
solución general de esta ecuación tiene la forma 


y (E) = cs (1) + coUz (E) +. - - + CmuUm (8), (6) 


donde Ci, Cgr » - -) Cm Son las constantes arbitrarias. 

Realmente, en virtud del teorema 4, la función y (1) 
definida por la formula (6), es la solución de la ccuación 
(1). Mostremos ahora quo todas las soluciones de la ecuación 
(1) están contenidas en el conjunto de las funciones y (¿). 
En efecto, sea u (¿) una solución arbitraria de la ecuación (1). 
Blla se dotermina completamente prefijando sus valores 
iniciales en m puntos: u (ip), U [ta +1), .. .. u (is + m — 1). 
Del conjunto de las funciones del tipo (6) elijamos aquella 
que posee los mismos valores. Para esto es suficiente hallar 
constantes €, Cz, - - -» €m, tales que se cumplan las 7 igualda- 
des. 


Cj01 (ta) + CgUa (ly) +... + CmUm (lo) = Y (20), 
Cr (lo + 1) + eos llo + 1)+.. + CmU0m (lo +1) = 
=u (to =$ 1), 
cyU, [ig + m — 41) + cat, (io +m=z—i+... 
A (io +. m — 1) = u [io + m — 1). 
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Ya que v,(i), ve (1), . . .. Um(i) son las soluciones lineal- 
mente independientes de (1), entonces en virtud del lema 3, 
el doterminante Á,, (Y, . - ., Vm) de esto sistema es distinto 
de cero. Resolviendo esto sistema con respecto a C;, Ca, ..- 
. «+ Cm, Obtendremos la función y (¿) que tiene los mismos 
valores iniciales que u (i). Pero como los valores iniciales 
determinan univocamente la solución de la ecuación (1), 
entonces y (i) = u (i). El teorema está demostrado. 
Examinemos ahora la solución de la ecuación no homogé- 


nea 
am (0)yU+m+H...+d(0)y()=/$() (7) 
Tiene lugar el teoroma siguiente: 

TEOREMA 3. La solución general de la ecuación (7) se repre- 
senta en forma de la suma de una solución particular de dicha 
ecuación con la solución general de la ecuación lineal homo- 
génea (1). 

En efecto, mostremos que cualquier solución de la ccua- 
ción (7) puede ser representada en la forma 


y ()=Y()+Y70), (8) 


donde y (i) es cierta solución de la ecuación (7), e ” (¿) es 
la solución general de la ecuación homogénea (1). Sea 


am (14m... a (Dy()=1f(). (9) 
Sustituyendo (8) en (7) y teniendo en cuenta (9), tendremos 
para y (3) la ccuación An (5) Y + mMD+...+ a0y (1) = 
= 0. Por consiguiente, y (i) es la solución de la ccuación 
homogénea (1). El teorema está demostrado. 


COROLARIO 1. De los teoremas 2 y 3 se deduce que la solución 
general de la ecuación no homogénea (7) tiene la forma 


Yy(0)=y()+eceo,(0)+... + E m0m (), (10) 
donde y (it) es una solución particular de la ecuación (7), y 
01 (8), Da (1), - - -, Um (¿) son las soluciones linealmente inde- 
pendientes de la ecuación homogénea (1), siendo Cy, ..., Cm 
constantes arbitrarias. 

COROLARIO 2. Utilizando ol lema 3, se le puede dar otra 
formulación al corolario 1: la solución de la ecuación (7) 
tiene la forma (10), donde las soluciones particulares v, (1), . .. 

- +» Um (i) de la ecuación homogénea, son tales qué 
A¡(0,, . . ., Um) 754 0 al menos para un valor de i. 
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COROLARIO 3. Si el miembro derecho f (it) de la ecuación (7) 
.es la suma de dos funciones f (1) = JW (¿) + fP(1), entonces 
una solución particular de la ecuación (7) se puede representar 
en la forma y (1) = y(D (¿) + y (1), donde y-% (i) es una 
solución particular de la ecuación (7) con miembro derecho 
f(D(0, a =4, 2. 

3. Método de variación de las constantes. Los teoremas 
demostrados más arriba dan la estructura «de la solución 
gonoral de la ecuación lincal no homogénea de diflerancias 
(7). Examinemos ahora las siguientes preguntas: 1) ¿cómo 
construir solucionos linealmente independientes de la ecua- 
ción homogénea ; 2) ¿cómo hallar la solución particular de 
la ccuación no homogénea?; 3) ede qué manera, utilizando 
la solución general de la ecuación no homogénoa, encontrar 
una única solución de la ecuación (7) que satisfaga condi- 
ciones adicionales? 

listudiemos primeramento un método posible de cons- 
trucción do soluciones linealmente independientes de la 
ecuación homogénea. Ya que la solución particular de una 
ocuación lineal de m-ésimo orden se determina completa- 
mente dando los valores iniciales en m puntos, por ejemplo, 
i=lo dto Ft, ..., do 4 m—Í1, entonces on virtud dol 
lema 3 las soluciones buscadas de la ecuación (1) se pueden 
construir de la siguiente forma. Seca A una matriz no dege- 
norada 


ami Am2 ... mm 


Construyamos m soluciones v, (¿), va (i), .. ., Um(i) de la 
ecuación (1), determinadas por los valores iniciales 
0 (lo Hk—14)=4j lk=4,2...,m. (11) 


Entonces A,, (Vi, - - ., Um) = dot A + 0. Por consiguiento, 
el problema de construir las funciones buscadas v, (¿), ... 
e... Om (i), está resuelto. 

Vamos a oxaminar ahora la pregunta de como separar 
una solución única do la farnilia de soluciones (10). De (10) 
se deduce, que para ello hay que profijar exactamente mn 
condiciones para la función y (1), de las cualos se determinan 
Jas constantes C;,, Ca, » +. -, Cm- 
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En el caso del problema de Cauchy, es decir, cuando 
están prefijadas las condiciones iniciales y(ip) =1,, 
Yy(i+1)=b2a ..., y((+m-—41)=b,,, la dotermina- 
ción de las constantes Cy, Cz, . . ., Cr Se realiza sencillamente. 
De (10) tenemos el sistema de ecuaciones algebraicas lincales 
respecto a Cy, Cy, «+ -, Cm: 


Dr (ip) Cc, + Va (ig) 02 +. - . + Om (lo) Cm = di — Y (lo), 
O, lin + t)c + 02lio+Dc,+.-.-. A (12) 
<< Umíto + 4) Cm = ba — Y (ij + 1), 
01 (ig HF M—i1)c, +U02 lio + m—ica+. 
o. “Dbmlio + m—1)C0m=Um— Y (lo + m — 1). 


Ya que el determinante A,, (0,, . - ., Um) de esto sistema 
es distinto de cero, entonces este sistema tione la solución. 
única Cr, Cz2, - + «+» Cm, la Cual determina completamonte la 


solución única de la ecuación no homogénea (7). 

£n el caso de un problema do contorno, cuando las m 
condiciones adicionales para y (¿) están profijadas en puntos 
situados no consecutivamente, nosotros llegaremos do nuevo 
a un sistema de ccuaciones algobraicas lineales con respecto 
A Cs Ca, .- -» Cm. Pero en este caso la solución de dicho 
sistema existirá solamente para suposiciones adicionales 
respecto de los coeficientes de la ecuación en diferencias. 

Examinemnos ahora la pregunta sobre la solución de las 
ecuaciones (12). Puesto quo en virtud de (11), 47 es la matriz 
del sistema (12), entonces, eligiendo en calidad de A la matriz 
unidad, obtendremos la solnción del sistema (12) en forma 
explícita: 


ca=bi—=yli +14) l=4,2,....m. 


Evidentomente, entre las soluciones particulares de la 
ocación (7) no homogénea es racional elegir aquella, para la 


cual Y (i0) =Y lo +FD=... = Y llo +4m—41)=0. En- 


tonces tendremos c; =b,,1=4,2,...,m. 
A tal elección de la matriz A corresponden los signien los 
valores iniciales para v, (t), .. ., Om (1): 


VWlio+r!l—1i)=41, d(+*-—41)=0, 
A A O A E A 
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Ocupémonos ahora de la búsqueda de soluciones particu- 
laros de la ecuación no homogénea, si son conocidas m 
soluciones Jincalmente independientes de la ecuación homo- 
génea. Expongamos el método de encontrar una solución 
particular mediante la variación de constantes en la solución 
general de la ecuación homogénea. 

Antes fue mostrado, que la solución general de la ecua- 


ción homogénea (1) tieno la forma y (i) =c,0, (1 +... 
- - - + CmUm (t), donde v, (¿), . . ., Dm (2) son las solucionos 
linealmente independientes de la ecuación (1), y €z, Ca, - - - 
- «y Cr; son las constantes arbitrarias. Ahora vamos a consi- 
dorar C,, Ca; - - +» Cm como funciones de ¿ y pondremos ol 
problema de elegirlas de manera tal, quo la función 


Y()=c()0,(0)+... + Cm (1) Um li) (13) 


resulte una solución particular de la ecuación no homogénea 
(7). Observemos, que cada función c, (¿) se dotormina con 
exactitud hasta una constante, ya que v; (¿) es la solución 
de la ecuación homogénea: 


am(0)V0.AEFMA+H... + € () 0, (1) =0, 
li=4,2,..., m. (14) 


Introduzcamos la siguiente notación: 


dy (1) =p [e (¿+ k)—c, (1 0, (+4), 
k=0, 41, ...,m. 


Sustituyendo (13) en (7), ofectuando Jas transformaciones 
idónticas en la expresión obtenida y teniendo on cuenta 
(14), tendremos 


mn 


0)=  awMTA0= 0 Y (++ A) > 
= Y a) da (0)4 2 00 (0) 2 01 (0) 01 (64h) = 
h=0 h=0 l=1 
= 004042 [2 art) (14) | = 


a040=3 4040, 


kon 


Sa 


ya que de (¿) == 0. La relación obtenida se cumplirá para to- 
dos los ¿, si aceptemos 


da(0Y)=0,k=1,2,....m—1, din (1) =$ (lam (1). (15) 


De esta forma, el problema de construir las funcionos 
C4 (3), 02 (1), . - -, Cm (2) se reduco a su determinación a partir 
de las condiciones (15), las cuales deben satisfacerse iden- 
ticamente por ¿. 

Transformomos el sistema de ecuaciones (15). Designemos 
b(0 =c€(¿ -1) —c,(1), ¿=4, 2, ..., m. De la defi- 
nición de dx (1), obtenemos para k =41, 2, ..., m: 


de (1) = Br (141) = 2 ler (42) 00 (0)] 01 (41) 
2 le (¿+k)—c,( + Dv (2+k)=2 ha (1) 0, (6+k). 


Sustituyendo aquí (15) y teniendo en cuenta la igunidad 
de (:) = 0, obtendremos un sistema de ecuaciones algebrai- 
cas lineales respecto a b, (i) para i fijo: 


bd, (0), (+ 10+b2(0)v (+ 10+..- 
coo bn (1)0m (¿+ 1) =0, 


1(0)0, (4 2)+b:(0)0044+2+... 
+ 0bm () Un (¿+ 2) =0, (16) 


bi(1) 0 (Ep m) 4d, (1) 0 (¿4 m)+... 
e. +Ddm (1) Umli Fm) = LO 


Y: 
El determinante del sistoma (16) es igual a Ay, (Up, Ugo - - - 
. ., Um) y es distinto de cero en virtud de la independencia 


lineal de v,, Va, . - -» Um. Por eso el sistema (16) tiene la 
solución única: 


by (1) = 01 (+41) — e 4) = 


—(f_4qym+ £ (0) L (5) ma 
0 Io 


donde Z (1) = Aja (0,, On, .<.>» Um)» y 


v,(¿ +1) co. Vi (e 1) Di41 (¿ +1) 
vy (¿+2) e... UL (i+2) Vi+1 (i + 2) 


Dili4+4m—4) ... v, ¡(2 m_—t) 0, (¿4 m-—t)... 


. Umli+m-—il) 


es decir, Y, (¿) se obtiene del determinante LD (¿) excluyendo 
su ¿-ésima columna y la última fila. 

Las igualdades (17) son las ccuaciones de diferencias de 
primer orden respocto a las funciones c, (1), l =1,2,..., mn. 
Y a que c, (¿i) pnede ser determinada con exactitud hasta una 
constante, ontonces de (17) hallamos la representación 
explícita para c, (1): 


1-1 
A ma ¿ Dil 
c¿(i) = Y (y A e A A 


i=i0w 


Sustituyendo esta expresión en (13) y cambiando el ordon de 
sumuación en la reprosentación obtenida, tendremos la 


siguiento fórmula para una solución particular y (1) de la 
ecuación no homogénea (7): 


y()= 2 cil) vi (1) = 
i—1 m 3 
A NN on Mato AE en 0) > 
j=ip o! 
$- 1 
= 2 (NI, 


dondo 
m 


Gi, Mn 0 2 (— 1973, (5) 04 (3). (18) 
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Notemos, que la suma que hay en (18) se calcula fácil- 
mente 


E NMAD (M ) = 
AUD URDO HD 
v1 (+2) va (3 +2) «+ Um (Y +2) 


(4 ma—á4) ca Am—t) ... Un (p 4 m_—t) 
Uy (1) Va (£) <=... Um (1) 
Esta suma es igual a cero para j¡=i—á, ¿— 2, 


,i—m + 1. De osta forma, la solución particular do la 
ecuación (7) tiene la siguiente representación: 


tr (¡+ 1) <<. Um(p+1) 


. .2£2.2..2£20P020 . . .<. 020..202.2xoo2w..0.20...o0..02.2.2.02.o.2o.o.20Pb.0e 


EY ++m—bl... "m (1+ nm_—1) 


im 

—y>, > 1 y (1) .o. Un (50 1 (5) 

YO = DTAVEDO O UF) am (1? (15) 
J=10 


vt, 4+1) .-- Un (¡+ n) 
donde ¿y es arbitrario, y parai = toto F+F41,....¿¡lm-_—il 
tenemos y (1) = 0. 
Para una ccuación de primer ordon (m = 1) la fórmula 


(19) toma la forma siguiente: 
1-4 


IIA 2 (1) : f (i) —p. _ 

y (1) 7 2 vr (i- 4) a; (1) , y (io) a O. (20) 
4. Ejemplos. Examinemos algunos ejemplos que ilustran 
la aplicación de la teoría genera). Supongamos que se exigo 
hallar la solución general de la ccuación de primer orden 

y (i + 1) — ey (i) = 6rtei?+:, (21) 


Hallemos primeramente la solución de la ecuación homogé- 
nen 


y (+41) — ey (1) = 0. (22) 
De (22) obtenemos sucesivamente 
y (¿4 41) = ePiy (1) = e2tei-0y (11) =... = 
2 y h 
—e A4=3 y (1) = etU+Dy (1). 
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Poniendo aquí y (1) = 1 hallaremos una solución parti- 
cular v, (¿) de la ecuación homogénea (22) en la forma 
Dr (¿) = e1t-19. Por consiguiente, Ja solución genoral de la 


ecuación homogénea tiene la forma y (i) = ce*-, «ondo ce 
es una constante arbitraria. 

Construyamos ahora una solución particular de la ecua- 
ción no homogénea (21), utilizando la fórmula (20). De 
(20) obtenemos 


DN pe 
ul == SP Aa sot(1-1) 2 
y (6) = Y ETA a be Si RK2, 

k=ltaq ha==tg 


Ya que ¿, puede ser elegido arbitrariamente, entonces, pa- 
niendo aquí ¿y = 1, tendremos y (¿) = i (i — 1) (28 — 1) X 
x eii-1% Luego, en virtud del teorema 3 la solución general 
de la ecuación (21) se escribe en la forma 


y (1) =Y(0+Y40) =le +10 — 1) (Qi — 1) elt-0, 
donde e es una constante arbitraria. El problema está ro- 
suelto. 

Hallemos ahora la solución general de la cenación de 
segundo orden 
ay(i) y (+2) +u,(0)y (+1) +00 ()y (1) =f(t), — (23) 
donde ¿=0,1,2,..., 

Ae (1) =i*—i+l, ali=a+-0D=2L+i+1, 

ay (1) = —a8, (1) — as (1) = —2 (1? + 1), (24) 
F (iy = 21 (2 — 3: +1) = 2! [2a, (1) — a, (8). 

Ya que los coeficientes a, (¿) y as (¿) son distintos de cero, 
entonces para hallar la solución general de la ccuación (23) 
se puede aplicar la teoría general. 

Primeramente construyamos soluciones linealmente in- 
dependientes de la ecuación homogénea. Utilizando (24), 
es posible escribirla en la siguiente forma: 
ds (1) y (¿+ 2) — lag (1) + as (+ 1) y (+ 1) + 
0 + as (i + 1) y (1) =0» 
as (1) ly (i + 2) — y (i + 1) — 

— 42 li + 1) ly (¿4 1) —y() =0. (25) 

Las soluciones particulares v, (i) y va (1) de la ecuación 
homogénea (25) dostaquemos modiante las siguientes condi- 
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ciones: Uv, (0) = 0, (1) =1, v, (0) =0, vz (1) = 3. Como el 
delerminanto 


v4(0) 0, (1) 


E O 


ontoncos en virtud del lema 3 las funciones v, (i) y vs (í) 
során las soluciones linealmente independiontes de la ecua- 
ción (20). 

Encontremos la forma explícita de v, (¿) y va (¿). De (25) 
se deduce inmodiatamente que v, (1) = 1. Construyamos 
Va (1). De (25) obtenemos sucesivamento 


y +24 (141) > ARA y (+) — y (01= 


= A (y ()=y(t—1)]=... A 1 (1) — y (0). 


Teniendo en cuenta Jos valores iniciales para y (t), de aquí 
hallamos 


Va (i + 1) — va (1) = 3as (1) = 3 (P — i + 4). (26) 


Sumando los miembros izquierdo y derecho de (26) por ¿ 
desde cero hasta k — 41, tondremos 


kh-—1 


0, (1) =02(0)4-3 2) (9 —1+1) =h (42 — 3h 45). 


Así pues, hemos hallado soluciones particulares de la ecua- 
ción homogénea (25) 


o (k)=4, 0, (6) = k (6? — 3k + 5), (27) 


y la solución gencral de (25) ticne la forma 


Y (le) =C, + coke (ki? — 3k + 5). 


Construyamos ahora una solución particular de la ecua- 
ción no homogénea (23). Sustituyendo (24) y (27) en la 
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fórmula (19), obtendremos 


1-2 
==. O ROA RA Fu) 
LO PA E A 


eS 3 (1) —vg (+ 1) h o ss 
o ES +44 (1) — Las (k+1)]= 


i-2 
2 
=4 7 e0—e0+0 ro]. 28 
ha0 
Aquí fue utilizada la igualdad (26). 
Calculemos la expresión obtenida. Designando 


v(k)=03 (1) —0, (HD, (6) == gy 


escribamos (28) de la siguiente forma: 


¿i-2 
y()=>5 Y) lu (+1) —u (%)1v (k). 
h==0 
Utilicemos ahora la fórmula de sumación por miembros 
(véase (3) $ 1) para el caso de una rod uniforme con paso 
h = 1. Eslo da 
_ pal 
y (1) = —-x7 Y (de) [o (k) —v (:—1)1 + 
hi. U 
+ lu (¿— 1) o (¿— 1) —u (0) 0 (—1)1. 
Ya que en virtud de (26), de la condición va (0) = 0 y de 
la definición de Jas funciones v (4%) y u (k) tenamos 
VD (k) — v (k — 1) = vy (k) — dv, (k + 1) = —3a, (k), 
v (¿—41) = 0, (1) — v, (1) =0, 
v (—1) = Us (i) — ve (0) = vu, (i), 


entonces 
id 
y) NY Lo (0)=28 44 123145). 
¿ 1) 


Por lo tanto, está hallada la solución particular de (23). 
En virtud del teorema 3 la solución general de la ecuación 
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no homogénea de segundo orden (23) tiene la forma 
y) =y()+y()= 24183145) + 
+ 4 Fai (it BR RD) + 2 cad (¿2 — 34 +5), 


dondo c,=c,—1 y =0>+3 son las constantes arbi- 
trarius. El problema eslá resuelto. 


$ 3. Solución de ecuaciones lineales 
con coeficientes constantes 


1. Ecuación característica. Caso de raíces simples. lExa- 
minemos ahora la clase importanto de ecuaciones de dife- 
rencias: las ecuaciones lineales con coeficientes constantes. 
Para las ecuaciones de esta claso el probloma de encontrar 
soluciones linealmento independientes de las respectivas 
ecuaciones homugéneas puede ser resuelto bastante sencilla- 
mente. Y, como fué mostrado más arriba, a esto se reduco 
el problema de la solución de una ecuación de «diferencias 
no homogénez. 

Ocupémonos en buscar solucionos linealmente indepen- 
diontes de la ecuación lineal homogénea de m-ésimo orden 
con coeficientes constantes 


amy (+ MH ny A m—id)+... 
o. . “+ ay (1) = 0. (1) 


Buscaromos soluciones particulares de (1) en la forma v (i) = 
= q* donde el número q está sujeto a definición poslerior- 
mente. Sustiltuyendo v (¿) on lugar de y (¿) en (1), obtenemos 


la ecuación 
di (amg "+am-9 "+... +419 +49) =0. 


Ya que so busca una solución no idénticamonte igual a cero 
de la ecuación (1), entonces, reduciendo en q, obtenemos 
de aquí la ecuación para q: 


amg” + an "14... +41q+409=0. (2) 
La ecuación (2) se llama ecuación característica para (1). 
Las raíces Q,, Qu, - - «+» Qm de la ecuación (2) pueden ser 


tanto simples como múltiples. Jíxaminomos por separado 
cada caso posible. 
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Dado las raíces simples. Mostremos que las funciones 


Uy (i) == gi, Va (2) 7 da .. .y Um(1) => Um (3) 
sou las soluciones linealmente independientes de la ecua- 
ción (1). 


En efecto, en virtud dol lema 3 es suficiente mostrar quo 
al monos para un ¿ el determinante A, (0,, Oz, » +. -, Um) + 0. 
Poniendo ¿ = 0, hallaremos 


Ao (Uzs - - -»» Um) = 


db bal E 
EN PR a, 
eel a o a 
y, por consiguiente, Ay (Y, .. ., Um) es el determinante 


de Vandermonde. El os distinto de cero ya que todos los 
q, son diferentes. De esta manera, las funciones (3) son 
realmente las soluciones linealmento independientos de (1) 
y por eso la solución general de la ecuación homogénea (1) 
puede ser escrita en la forma 

y (1) =c1g +c20:+ +. +CmQins (4) 
donde C€;, Ca, . - -+ Cm Son las constantes arbitrarias. 

Si las raíces Qi, 43, « - -+ Qm Son reales, entonces la 
solución real y(í) destaca medianie la elección de 
las constantos C;,, Ca, - +. », Cm que sean números reales. 
Examinomos ahora el problema de separar la solución real, 
si entre las raíces hay raíces complojas. 

Sea q, =p (cos q + ¿* sen q), (i* = Y —1) una raíz 
compleja de la ecuación característica (2). Entonces existe 
la raíz 9, = p (cos q — ¿* sen q) de la ecuación (2), conju- 
gada a q,. Examinemos la parte de la solución genoral (4) 
formada por la combinación lineal de q! y q!: 


y (i) = Cal. DN c.qt Ea 
= p [(c, + €) cos ip + ¿* (cn — Ca) sen ¿qpl. 
La función y (¿) tondrá valores reales, si las constantes 


Cn Y £s Son complejo conjugadas. Poniendo e, = 0,5 (cn — 
— ¿Ycs), €, = 0,5 (Cn + 1*c,), dondo ec, y €, son los números 
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enteros arbitrarios, oblendromos y (i) = pi = (c, cos iq + 
+ e, sen iq). 
2. Caso de raíecs múltiples. Supongamos ahora que la 
ecuación característica (2) tiene la raiz q, de multiplicidad 
Ma» Y de multiplicidad n,, etc., es decir q,, Yz, . - -+ Qs 
son raíces diferentes de multiplicidad R,, Na, . - ., Ay Fes- 
peclivamonte, ni+n93¿+... +n, =m. Construyamos 
soluciones lincalmente independientes de la cfuación (1). 
Nosotros necesitaremos el siguiente lema: 

LiMA 4. Si q, es la ratz de la ecuación característica (2) 
de multiplicidad n,, entonces son válidas las igualdades 


S 
Le arkP q) = 0, p=0, 1, ...y ni —t. (5) 


En efecto, como q, es la raíz de multiplicidad rn, do la 
ecuación (2), entonces tienen lugar las igualdados 


Ue 


2 297 =0, (6) 


2 E) co. (k—s+1) aq? =0, 


s=1,2,..., ni—1, (7) 


obtenidas de (2) diferenciando s veces y multiplicando ol 
resultado por q. Mostremos que la igualdad (5) es equiva- 
lente a (6) y (7). Es evidente, que es necesario demostinr 
solamente la equivalencia de (7) y (5) para p >. 

Ya que P,(k) =k (ke —1)... (k —s +41) es un poli- 
nomio de k de grado s, entonces multiplicando (5) por el 
coeficiontie correspondiente del polinomio P, (kk) para p = 
=4,2,..., s y sumando las igualdades obtenidas, tendre- 
mos las relaciones (7). 

Mostremos ahora, que do (7) se deducen las igualdades 
(5) para p=41,2,..., n; —4. Utilicemos el desarrotlo 
para k?: 


p 
kP= Y k(k-1)... (k—s+1)0G%, 1<p<k, (8) 
s=1 


donde a, = QU, (p) será indicado más abaju. Multipliguemos 
la s-ésima igualdad (7) por «, y sumemos pour s desdo 4 
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hasta p. En virtud de (8) obtenemos 


p m 
AAA ( SN k(le— 4)... (6—s +1 Jana = 
sal fi=00 
m p m 


> 2, ai (2 k(k—4)... (k—s-+1)a,)= 2, ayk'"gh. 


Queda por fundamentar el desarrollo (8). Obsorvemos, 
que a Ja izquiorda y a la derecha on (8) lay polinomios de 
k de p-ésimo grado. Si ponemos a, = 1, entonces los coe- 
ficientes de Ja mayor potencia de k a la izquierda y a la 
derecha en (8) serán iguules y Jos cocficientes de la menor 
potencia son igualos a cero. 

Hallemos 2,, Aa, . . «y, Gp, igualando los valores de 
los polinomios on p — 1 puntos distintos, por ejemplo, 
poniendo k=4,2,..., p —1.Parabc=1 costo da a, = 1. 
Cuando k=n, 2<n<p — 1, tendremos n” = 

p n 
= S' níin—1t)... (n—s+tia,= A n(n—1)... 

su 1 a) Ae 


= 10% V As 
... (R—Ss+1)a.=."!lx, +ni S == 
s=1 
De aquí se puede hallar a,, si ya están «determinados «,, %, 
. »» On: De costa forma obtenemos la siguiente fórmula 
recurrente para encontrar los cooficientes «,,: 


n-/i 


n? La 
A ar n=2 3,...,p1,01=1. 
Sa] 


El loma está demostrado. 

Utilizando el lema 4, hallaremos m soluciones parlicu- 
lares de la ecuación homogénea (1). Ya que es válida la 
igualdad 


n 
E n) 
(¡+k)"= Y] Cnkojro?, Ch= NICE 
p=0 
entonces, multiplicando (5) por CPj"-Pgj y sumando por p 
desde coro hasta nr X< n, — 1, obtendremos que para cual- 
quior j tienen lugar las igualdades 
m 


2 an (¡+ A)" gp+1=0, rn =0, lr. ., n¡—1. 
=0 
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Utilizando estas ignaldades, se halla fácilmente que las 
funciones reticulares 

Dita +++ np hn +1 (7) = ¡“gi, 

0O<n< nn —d1, l=4,2...,3, (9) 
son las soluciones particulares de la ccuación homogénea 


(1), es decir, si q, os la raíz de multiplicidad r, de la ecua- 
ción característica, entonces las funciones 


ON Ls IR E 


son las soluciones de la ecuación (1). 

Queda por mostrar, que las funciones 0, (7), .. .. Um (), 
definidas en (9), son tas soluciones linealmente indepen- 
dientes. Para eso calculemos el determinante Ao (E, ... 
-. .» Om), el cual en el caso dado posee la forma 


ArlUs bn) > 

Í q, Os DE a qt 
O q, 2d ales lkeqro... (m—4) qu 
0 La... RBqh... (m—4)qp-1 
10 deca dea get 
Om 2%... kh...  (m—1)qm-! 


O q, 2 EA pnl e (m—1ye ¿pl 


El puede ser obtenido directamente del determinante de 
Vandermonde 


W (2,, Tor... Tin) = 


La dc. 

1 Lo dé a na m-Y) m 
Elorrio ]= [] [| (7,—=) 

Í Ima E. da mt ¿=141 

Lin Ta... am! 


de la siguiente forma. Tomemos la primera derivada de 
W por za y multipliquémosla por z,. Denotemos el resul - 


5-0336 6n 


W a -, 
tado mediante MW”, -- "to +: N continuación calculemos 
:2 


: d _0We ¿ 0 
HS = 23 da (a 7 dry ), a Oz, y 
ú Wa 
xa (nr). 
etc., hasta que obtengamos W»,. Después calculemos 


Ya +2 = CITI y continuemos el proceso de diferencia- 


ción, calculando Wn,+3 = Larra a (na dE ), 

Tay 43 m+3 
hasta que obtengamos W.+,+n,, etc. Como resultado ohbien- 
dremos Wm = Wim (Ls, Ta, -.-, Tm). Pongamos aquí zx, = 
=> ... =da, Tari — In 2= --- Pi 2, Ole. 
Es fácil convencerse «de que Ay(0j, Uz, +... Um) = W mn 
y cálculos sencillos dan 


mn y-t 


n= 1] ll m!qr í UN es. 


Do aquí se deduce que A, eS --.) Um) 30, ya que y; + Q; 
cuando ¡xi y por eso las funciones vt, (j), vs ()), .-..- 
y Om (7), construidas más arriba, son las soluciones lí- 
nvalmente indepondientes de la ecuación homogénea (1). 
Además, la solución genocral de la ecuación (1) se escribe 
en la forma 

a 7-1 


YD =2 2 cil, 
if n—1) 


donde ct? son das constantes arbitrarias. 


3. Ejemplos. Examinemos los ejemplos más simples de 
encontrar la solución general de una ecuación en diferencias 
homogénea con coeficientes constantos. 

Se exige hallar la solución general de la ecuación 


y (¿+ 2) — y (i + 1) — 2y (i) =0. (10) 
Formamos la ecuación característica e—y—2=0 
y encontramos sus raíces y, = 2 y qa = —1. Puesto que las 


raices son simples, Ja solieión. general de la ecuación (10) 
tieno la forma 


y (1) = e121 + e, (-1)". 
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2. Hallar la solución general de la ecuación de cuarto 
orden 


y (4-4) —2y U +3) + 3y (G+ 2) + 2y QU -" 1) — 
— 41 (1) =0. (11) 


La ccuación caracteríslica q —2q34+ 3g? 4- 2q —4=0 
posee dos raíces realos q¿=1, a —1 y dos raíces com- 
plejas conjugadas q4— 2 (eos = + ¿son +5) Y q =:2X 


Xx (cos + —£ sen <) , donde ¿= Y —4. Por consiguiento, 


la solución general de la ecuación (11) que toma valores 
reales, tiene la forma 


y (Dar (—1)+2 (03008 q j+cs0n=7). 


3. Hallar lia solnción genoral de la ecuación de cuarto 
orden 


y U +4) — Ty (i + 3) + 18y (j + 2) — 
— Ay U+1)+8Y()=0. (12) 
La ecnación característica 
qa — 79 + 1849 — 209 +8 = (9 — 2 (q—1) =0 
tiene la raíz q, = 2 de multiplicidad 3 y la raíz q, = 1 


de multiplicidad 1. Por lo tanto, la solución general de (12) 
tiene Ja forma 


y (1) =c<c, + 2 (ca + Cgj + ca”), 


y las funciones roticulares v, (7) = 1, va (7) = 21, Da (7) = J27 
y UU (Y) = 72 son las soluciones particulares linealmente 
independientes do (12). 

4. Hallar la solución general de la ecuación de cuarto 
ordon 


y U + 4) + 8y (1 + 2) + 16y (7) = 0. (13) 
La ecuación característica q*-+892-+4 16 = (444) =0 
tienc la raíz compleja q,=2 (cos + + ¿sen 5) de mul- 


2 
tiplicidad 2 y la raíz conjugada a ésta q2=2 (cos + 
—isen<) , ltambién de multiplicidad 2. Por eso la solu- 
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ción goneral de (13) que toma valores reales, tiene la farma 
. 57 Tt ,. .1 £33 Tr a 
Y (3) - (c1— C2j) 2 cos T/ + (04 +43) 2* son TT) 
ISxaminemos dos ejemplos más. En un ejemplo hallare- 
mos la solución del problema de Cauchy para la ecuación 
no homogénea de primer orden y en ol otro hallaremos la 


solución de un problema de contorno para la ecuación hormo- 
génca de cuarto ordon. 


3. Hallar Ja solnción del siguiente problema: 

y (+1) —ay(0)=f() ¿>0, y (0) = yo. (14) 
donde « = const. La ccuación caracilerística q — a = () 
tiene la única raíz q, = a. Por eso la solución general de la 
ecuación homogénea tiene la forma y (¿) = cat, e = const. 
Hallaremos una solución particular «e la ecuación no hormo- 
gónea (14), utilizando el método de variación de la cons- 
tanto. La fórmula (20) del $ 2 da la siguiente solución par- 
ticuelar de la ecuación (14): 

4 1 


y()= 2 af (k)= 2) a (i—k—1). 


Jn virtud del teorema 3 la solución general de la ecuación 
no homogénea (14) tiene la forma 
f-1 


y (i)=cal+ 2, arf(i—k—1). 
kk. 


Suponiendo aquí ¿= 0, obtenemos (en esle caso la suma 
desaparoco) Yu = y (0) = ec. De esta forma, Ja solución del 
problema (14) viene «dada por la fórmula 

¿-1 


y ()=ya+ 2 af (i—k—1), ¿20. 


6. Hallemos ahora la solución de la ecuación de cuarto 
otden 


y G+2)—Y (+1) + 2y )—yU—1) + “+ 

+2)=0, 2<j<N —2, (15) 
que satisface las siguientes condicionos de contorno: 

2y (2) — y (1) + y (0) = 2, 

y (3) — y (2) + y (1) — y (0) =0, 

y N — 3) — y WN — 2) + y (W — 1) — y (W) =0, (16) 

2y (N — 2) —y (N —1) + y (V) =0. 
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La ecuación característica 
—a+24q+1-(9=09+1) (+1) = 
correspondiento a (15), posee las raíces complejas q, = 


EP MM <T es «U a . Tn > su e . T 
=C08 y Fisen=<q, q = o da = eos + 


+1 sen $ y 1. =c08 $ —i sen 5 , siendo ¿:- Y —1. Por 
ei la solución general de Ja ecuación homogú- 
nea (15) que toma valores reales, pas la forma 
1 
y (J) =0, cos 8] + 02 Sen y 1] cg cos + mj+ 
z 
+e son 5nj. (17) 


Separemos ahora de la solución general Po aquella 
solición que satisface las condiciones de contorno (16). 
Para eso sustituyamos (17) en (16) y obtendremos el si- 
guiente sisiema para las constantes C€,, Cy, Cy Y Cs! 


*) 
cos == Cs + sen HE ca —C€3¿—C,s = 2, 
Cs +0-.c3 +0-c¿+0-c, =0, 
co Ea Cc — sen ¿ve c +0.c.+0-0c,=0 
Ss —— Cy r sen —— Ca «Cy 1=0, 
cos LIZ e, y sen EG Co— (cos E son ) 0a+ 
+ (00 ZA —sen= >) e = l) 
A A as 
Nx Nu 
El determinante de este sistema es igual a —2 sen == =— cos => 


y es distinto de cero si Ñ cs par, pero no múltiplo de 3. 

En este caso, teniendo en cuenta la paridad de Y, oble- 
nonos €, = Ca =0, cy =€, = —1. De cesta forma, si N 
es par y no os múltiplo de 3, entonces existe la solución 
del problema de contorno (15), (16) y se da por la fórmula 


y (j)= —cos => — sen =- MINE SERA 


Si N es impar o múltiplo de 3, entonces la solución del 
problema (15), (16) o bien no existe o no es única. Esto 
ejomplo ilustra la diforencia entre los problomas de con- 
torno cuya solución no existe siempre, y el problema «de 
Cauchy que posee solución única. 
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$ 4. Ecuaciones de segundo orden 
con cocficientes constantes 


1. Solución gencral de una ecuación homogénea. El presen- 
lo párrafo ostá dedicado a las ecuaciones en diferencias de 
tegundo orden con coeficientes constantos 


ay (+ D+ ay G + D+ y (M) = 
E Í Mm, Co dy $e O. (1) 


Primeramente hallaremos la solución gencral de la corres- 
pondiente ecuación homogénea 


ay (i + 2) 4- ayy (1 4- 1) + aoy (1) =0. (2) 


La ccuación caracteristica aq? + 419 + ay = 0 posce 
as raíces 
—e1+ Y a? — 44443 —d — Ya — /EgU a 


qu 2a, » q2=- Za, á 


De acuerdo con la teoría general do ecuaciones de difle- 
rencias con coeficientes constantos expuesta on el $ 3, las 
funciones v, (j) = gi y Us (3) = gi si a, e Gaga, y vu, () = 
= ql. Va ()) = Jal si aj = 4ayas, son las soluciones linoal- 
mente independientes de la ecuación (2). A continuación 
nos será cómodo utilizar otras soluciones lincalmento inde- 
pendientes 

Ñ 4291 —0193 | q —q 
vi(j) = EA A (3) 


VD (0)=4, v,(1)=0, 0(0)=0, va (1) =1. (4) 

Obviamente, es necesario mostrar tan sólo que las fun- 
ciones (3) para el caso aj = 4aya, son las soluciones do la 
ecuación homogénea. La independencia lincal] de las fun- 
ciones (3) construidas, se deduce de la concición A, (0,, P,) + 


E 0, donde 
9, (0) vy (1) 


v3 (0) va(1t) | 


Pasando al límite en (3) para q, que se tiende a q,, oblendre- 
mos las funciones v, ()) = —(j— 1) qí y ve (3) =Jq]"*, que son 
reanlmonto las soluciones de la ccuación homogénea (2). 
Notemos que las funciones t, (7) y v, (7) de (3) toman valores 
reales también en ol caso cuando las raíces q, y q2 son com- 
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Ay(Uy, VU2) = 


plejas. Esto permite no examinar por soparado ol caso de 

raices complejas. Así, la solución gonoral de la ecuación 

homogénea (2) puede ser escrita en la forma 

= 1091 —4141 d¿—4) , 
) = 0,6 UA) == e Ár— l py , 

Y (3) = 0404 (3) + Cava (7) TEE 1) (5) 

donde c, y €, son las constantes arbitrarias. Observomos 


que en virtud de (4), tendremos y (0) =c, y y (1) = ej. 
Examinemos un ejemplo. Se exige hallar la solución 
general de la ecuación homogénea 


y (+ 2)— 2xy (+1) + y() =0, (6) 


donde x os un parámetro que toma cualesquiera valores 
reales. in este caso tenemos 


2 DET TEE 1 E PET Y 
q=r+Y 221, VET q—u=-—2Y 24. (7) 
Sustituyendo (7) en (5), obtondremos la solución general de 
la ceunación (6) para cualquier x en la forma 


(ax — Y 71) —(2+ y xi — 4) (4-1) 


A 2 Y 21 y (0) + 
q 2 Ri y(1). (8) 


En particular, si | x1<4, entonces la fórmula (8) puede 
ser escrita en la forma 


son (j -—- 1) arccosx Sen / arc cos Y l 
€ —_———— y (1). 


yD=—erarccosz UD + are cos 7 (8) 


(Para obtener (9) fue utilizada la identidad x = cos (arecos x)) 

Aprovechemos el resultado obtenido para resolver el 
problema proporcionado en el punto 4 del $ 4, sobre el 
cálculo de las integrales 


ES 
_ ( cosky—cos kq a 
ol mr k=0, 1,..- 


Allí fune mostrado, que este problema «e reduce a resolver 
e] problema do Cauchy para la ecuación. 

Tm+i — 2008 q, + Fr =0, JZfo=0, f, =1. (10) 
Esta ecuación es un caso particular de (6) con x = cos q. 
Ya que | | <1, entonces la solución general de la ccua- 
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ción (10) se da por la fórmula (9), es decir, 


ini son (*—0 q I + son kq Ea 


sen y son q 
Sustituyendo aquí los valores iniciales para f;, obtenemos 
la solución del problema proporciunado 


Dx 
Put) = A E e 


En calidad de un segundo ejemplo, examinomos la solu- 
ción del probloma de contorno 


i++ D—Y1D+yG—1)=0 1<¡<N—1, 


y(0)=1, y(Y)=0 (11) 
La ecuación del problema (14) es también un caso particu- 
Jar de (6) correspondiente al valor x = > La fórmula (9) 


da la siguiente solución general de la ccuación (11): 


á ¡— 1) 7 ¡Tu JU 
y ()= (e, sen 122 + 07 sen 2) / son _. 


Las constantes c, y €, Se encuentran de las condiciones de 
contorno para y (7). Si N no es múltiplo de 3, entonces 
ec, =-—A, Ca = sen y nr (N — 1)/sen y av y la solución 
del problema (11) tiene la forma 


y (J) = sen A (N —f) na/sen Na, O<S]<N. 


Si N es múltiplo de 3, entonces la solución del problema 

de contorno (14) no existe. 

2. Polinomios de Chebishev. Regresemos ahora a la ccua- 

o (6). Primeramente examinemos el siguiente problema de 
aunchy: 


y(n + 2)— 2xy (n+1)+y(4.)=0, n>o0, 
y(0=3 y() =z. 
Notemos que de (12) se deduce 
y (2) = 2xy (1) — y (0) = 23* —Á, 
y (3) = 2xy (2) — y (1) = 42? — 37, 
y en general y (2) es un polinomio de x de grado n. Designe- 


mos este polinomio por 7, (+). Sustituyendo 7, (xr) en 
lugar de y (7) en (12), obtendremos una relación recurrente 
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(32) 


que satisfaco esto polinomio 
Tu+z (2) = 22 TP p.., (2) — Ta (2), n>0, 


Tu(a) =1, T,(r)=x%w, —0ww<Xz<O00. (13) 


Por otra parto, la solución general de la ecuación (12) 
se da poc la fórmula (8) para todo x=. Sustituyendo cn (8) 
los valoros iniciales para y (1), tendremos 


LV Z3— "ma h Y 1221)" 
y (1) = ¡a Y z 1) y LV zx 0 ás ! (14) 
En particular, si [|< 1, entonces, poniendo aquí r = 
= cos (arc cos 2), obtendremos 


T, (1) = cos (n are cosa), |r]1<Í. 


Así hemos hallado Ja solución del problema (12). La solución 
es un polinornio 7, (x) el cual para cualquier x se determina 
por la fórmula (14) o mediante la fórmula 


T, (1) = 
vas ¡| <Í, 


LV RV BZ laa 0 


Js1 polinomio 7, (x) se llama polinomio de Chebishev de 
primer género y de grado rn. 


Examinemos ahora otro problema de Cauchy para la 
ecuación (6). 


y (1 4 2) — 2xy (n +1) +y(n)=0, n>0 
y(0)=1, y (1) = 2z. 
Es evidente, que aquí también y (1) es un polinomio de x de 
grado ». Denotémoslo mediante U,, (2). Obtengamos la for- 


ma explícita para U,, (2). Sustituyendo los valores iniciales 
pira y (rn) en (8), tendremos para cualquier zu: 


(16) 


AE Pd yaa 
U, (2) == 2r (4 Y ri 19 — (rr Y 24) 72 + 


2 y 721 
Jl (24 Y a — A) MD) — La (r4- V 1i—4y" e 
2 ya 4 
(24 Y 231909 (+ Y ri — Ty n+1) 
— ———m= —_—u—__J———_____ _—__—___— (17) 
2 Y 211 
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En particular, si [2]/<1, entonces 


O, (1)= son (1 + 1) arccos x 
sen arccos z 


El polinomio /, (z) se llama polinomio de Chebishev de se- 
gundo género y de grado n y se determina por las fórmulas 


son (n+ 1) arccos x 
sen arccos x= , 


O, (2) 7 | = VRT [(x Vzz=1 1)"+1 — (13) 


¡1 <1, 


— (a+ Y Ay, 2] > 
De (16), obtenemos para los polinomios U, (+) la siguiente 
rolación recurrente: 

a (7) = 2x0 +1 (x) aaa 2 (a), rn > O, 

Ud) =41, U, (xr) = 2z. (19) 

La fórmula (17) permito obtener en lugor de (8) la siguiente 
representación para la solución general de la ecuación (6): 

y (n) = —c,Un a (2) + C20,-, (2). 


Oblengamos una representación más para la solución 
gencral do la ecuación (6). Mostrermos que las funcionos 
0, (1) = T, (2) y uv (1) = U,-, (2) son las soluciones lincal- 
mente independientes de la ocuación homogénea (6). Un rea- 
lidad, necesitamos probur solamente su independencia 
lineal. Ya que el dotorminante 


Tolzx) T7,(2) al zx 
O (a) Unai Jo 1|— 


es distinto de cero, entonces se cumple la afirmación. loc 
consiguiento, la solución general de la ecuación (6) se puede 
representar an la forma 


y (n) + ey?,, (zx) + c2U,, -1 (2), (20) 


An (Va, 02) = 


donde c, y cz son las constantes arbitrarias, y las funciones 
T”n (3) y Un (7) se doterminan, para cunlesquiera r y E. 
por las fórmulas (14) y (17). 

Como conclusión citemos algunas relaciones fácilmente 
comprobables, que expresan la relación entre los polino- 
mios de Chebishev T, (2) y U, (z) y además las propiedades 
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de estos polinomios. Tienen lugar las siguientes fórmulas: 
Py, (x) =T_, (2), U_, (2) = — Uno (2), n 0, (21) 
Pin (2) = T,(T, (2), Uin- (2) = 

= 0O,_, (P, (2)) Un -1 (2), (22) 


To, (2) = 2 (7, (19) — 1, (23) 
Pr 1 (2) — xT, (x) l el sn a”) On -1 (1), (24) 
On, (2) — 20, (0) = —TP +41 (2), (25) 
Un+i (e) + Un, (2) = 27; (2) O, (2). (26) 


Do (26) para el correspondiente cambio do índices i y n, 
obtenemos 


Varia (e) + On (2) = 27, (2) On, (2), (27) 

On+i (2) + Uni-2 (2) = 27 ¡41 (2) Un -, (7). (28) 
Poniendo on (26)—(28) ¿ = n, tendremos 

27 n (2) Un (1) = Ugn (2) + 1, (29) 

27» (2) Un 1 (2) = Uan 1 (2), (30) 

27141 (2) Una (2) = Uan (2) — 1. (31) 


A quí se tuvieron en cuenta las igualdados (21) y que E, (1) = 
= 41, E_, (1) =0. Si ponemos r =0 en (26), ontonces 
obtendremos 


27, (2) = Un (2) — Una (2). (32) 
3. Solución general de una ccuación no homogénea. Cors- 
truyamos alora la solución gencral do la ecuación no lhomo- 
sréncea (1) 
ay (1 + 2) + «yy (n +41) + ay (1) = f (a). (33) 
En virtud del teorema 3 la solución general de la ecua- 
ción (33) os la suma y (2) = y (1) + y (2), dondo y (1) es 
la solución general do la ecuación homogénea (2), e y (e) 


es la solución particular do Ja ecuación no homogénea (33). 
Más arriba fue mostrado, que las funcionos 


430% — 07 a at 
v n el A v ” 2 A A$9$9óá9$s e 34 
,(m) - ERE, py (my BALL. (34) 
son las soluciones linealmente independientes de la ccua- 


ción (2). y que la solución y (n) se determina por la fórmu- 
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la (5): 
Y (1) = c,0, (1) + cq0s (1). 


Para hallar una solución particular y (1) de la ecua- 
ción (33) utilicemos el método de variación de las constan- 
tes, expuesto en el punto 3 del $ 2. La fórmula (19) del 
$ 2 da la solución y(r) on Ja siguiente forma: 


hel le 4d) 0041) 
e E Y, (k) Ya (%) E (4) 
y AUTO ARE] a 


hy Va (+71) vy (+2) 


Como resullado de cálculos no complicados btendromos 


n—2 n-f-íf n=h-| 
y()= Y ETT o A A 
hi -:Ay 


y QA e 
Y (Ro) = Y (a + 1) = O. 


Por lo tanto, la solución goneral de la ecuación no homogé- 
nea (33) Liene la forma 


da? 910 43 —4qí 
Y nn) == —_—_—_ e e y ——_—_—— 
yl ) : tai 7 s da — 41 Es 
n-=2 -k=1 -h-1 
1) de — MAC (35) 
nd A la — (11 la i 
tua 


donde e, y Cc. son Jas constantes arbitrarias. 

Si se resuelve el problema de Cauchy, es decir, si se 
busca la solución de la ecuación (33) que satisface las con- 
diciones 


YAno)= Ya Yi +1)=Y (36) 


entonces de (35) y (36) obtendremos Ja siguiento representa- 
ción para cesolver este problema: 


GP Mo — Qu pia qeda qUe 
y ( ) Yo de % Ya a—ñ 
n-2 noti n—h-1 
ci of 
+ 2 2—%A Az ( ) 
i=No 


Mallemos ahora la solnción del primer problema de con- 
torno para la ccuación de diferencias de segundo orden con 
cocficientes constantes. Será cómodo escribir dicho proble- 
ma en la siguiente forma: 


ayy (n + 41) + ayy (1) + ayy (n — 1) = —f (mu), 
i<n<N— 1, (38) 

y (0) = uy, y (W)= He. 

Esta escritura se diferencia de (33) por ol desplaznmiento 


de) índice ra, por tanto, empleando (35), obtenemos la si- 
guiente fór mula para la solución general de Ja ecuación (38): 


gar —q17R n—A 
y (r) nun ta— 4 e a — 1 o 
n=l n-h n-oh 
0 »> 42 — Y , f(4) (39) 
de Yi ay * 
k=1 


Definamos las constantes e, y cg de la condición de 
que la solución (39) tome para n =0 y n = Y los valores 
prefijados y (0) = u, e y (NY) = pz. Omitiendo cálculos no 
complicados, obtendremos la siguiente fórmula para la 
solmción del problema de contorno (38): 


(2192)” (4N-n—qN-n) q 
A A A Ps 
y (1) = Am py + y y a+ 


+ (qa (07 7—aN=") (9) 1 (4) 


h=1 


po UD AGA ==) 
e z 2 (40) 


92 —4) (NY —4; 


Notemos que la AS del problema de comorña (38) no 
existe solamente en el caso, cuando qN = q, poro q, + Q,. 
Examinemos ahora un caso particular de empleo de la 
fórmula (40). Supongamos que se exigo resolver el primer 
problema de contorno para la ccuación 
y (1 +4) — 22y (1) + y (n— 1) =—/(n), di 
IEREN—4d, y(0)= ph, y(0W)= que. | 
Más arriba fuecon halladas las raices q, y q2 de la ecuación 
caractorística correspondiente a (41) 


g=r4+Y 21, q=i—Y12—1=1/q,. 
11 


Sustituyondo estos valores en (40) y teniendo en cuenta la 
fórmula (17) para el polinomio (L?, (2), oblendremos la 
solución del problema (41), en la siguiento forma: 

n-1 


y) GA ly Y O (0) 1 (6) ] + 


Je mms 1 


N-4 
+ a+ Y Un (21 (89). (42) 
han 


La solución existe y so da por la fórmula (42), si se cum- 
ple la condición = 3 008 —+ = , k=4, 2, ..., V—i. Re- 
gresemos a la ecuación (38). Si ay a2>0, entonces la solu- 
ción (40) de este problema puede ser escrita on una forma 
más compacta que (40). En efecto, escribamos las raíces 

3 qXP— 1 EAS 
> Za LAMA V aj— 4apa2). q2= zo I—a— Y aj — 4aya?] 
do la” ecuación característica e estondienta a (38), en Ja 
siguiente forma: 


N=plr+ Y x2—4), q=p(—Y 2-1), (43) 
donde 


E Les pia ia, a7 4 
as , A vil (44) 


Sustituyamos (43) en (40) y tengamos en cuenta la fórmula 
(17). Obiendremos la solución del problema (38) para el 
causo (pts > 0 en Ja forma 


—A 
Uan (2) Ur- 109 
A 


nn 


+ - PES (ue + Y PAM 


h=n 


donde p y z están definidas en (44). La solución del proble- 
ma (38) para ol caso 44, > 0 existe, si se cumple la condi- 
ción 


a, +2 V aya, cos =P 30, k=1, 2,...,N—1, 


Examinemos ahora el primer problema de contorno para 
la ecuación vectorial tripuntual con cocficientes constantes 


Y na — OYan + Yori = —Fn, 1<n<N—1 45 
Y, = Po, Y, +. Fr, ) 
donde Y, y F, sou los vectores, y € es la matriz cuadrada. 


Es fácil comprobar, que la solución general de la ccuación 
no homogénea (45) tiene la forma 


Y, =Una (30) Cs +05, (-7 0) C2— 
n-l 


=> Uaote ($ c) Fr, 


k=1 


donde €, y Ca, som los vectores arbitrarios, y Y, (X) es el 
polinomio matricial de la matriz X definido por las fórmu- 
las recurrentes (19). 


Si la matriz € es tal, que Uy, (5 c) es la matriz no 


degenerada, entonces la solución del probloma de contorno 
(45) se dotermina por una fórmula, análoga a la fórmu- 
la (42). 


Y =U ($0) Unas (+9) x 


x [Po+: x Unos (50) Fr] + 


+ 051 (50) Una (3 C) [Pr +3 Uns (50) Fr]. 


(46) 


Más abajo será mostrado que el problema de Dirichlet de 
diferencias para la ecuación de Poisson en un rectángulo 
se reduce al problema (45). 

Como conclusión observemos que a la condición de exis- 
tencia de la solución del problema (45) se lo puede dar la 
siguiente formulación: la solución existe y se determina 

” + , A kn $ 
por la fórmula (46), si los números COS == + k=4, 2, 
«-, NY —4 no son valores propios do la matriz C. 
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S 5. Problemas de diferencias 
sobre valores propios 


l. Primer problema de eontorno en valores propios. 
En el capítulo IV será examinado el método de separación 
de variables que se utiliza para encontrar las soluciones de 
los problemas de contorno reticulares para ecuaciones elíp- 
ticas en un rectángulo. En relación con esto surge Ja neco- 
sidad «do representar las funciones reliculares buscadas en 
forma de un desarrollo por las funciones propias del res- 
pectivo problema de diferencias. En este párrafo examina- 
remos problemas de diferencias sobre valores propivs para 
el operador de diferencias de segundo orden más simplo, 
definido en una red uniforme. 

Formulemos el primer problema de contorno. Suponga- 
mos que está introducida una red uniformo wv = (1, = ih, 
¿=0,4, ..., N, AN =1) con paso h, en el segmento 
60, ¿]. So exige hallar aquellos valores del parámetro A 
(valores propios), para Jos cuales oxisten soluciones no 
Lirivialos u (7,) (funciones propias) del siguiente problema 
de diferencias: 


Ya, FA=0, ZEvw, Y(0=y() =0, (1) 
donde 


o. Y 0341) 2 (10)+ y (11) a 
Uxe, ¡E pa > Y(l==y (xj). 

Flallemos la solución del problema (1). Para eso escri- 
bamos (1) en forma del problema de contorno para la ecua- 
ción de diforencias de segundo orden 


y(+10-=2 (1-4 049 (0—1)=0, 1<:<N—A, 
y (0) = y (VW) =0. (2) 


En el punto 1 del $ 4 se mostró que la solución general 
de Ja ecuación (2) tiene la forma (véase la fórmula (20) 
del 8 4) y (1) =c,T, (2) + cs. 1, (2), dondo c, y e, son las 
constantes arbitrarias, y mediante 2 aquí está denotado 


2 =4 — h:2. (3) 


Determinaremos las constantes e, y cz de las condiciones 
de contorno 


y(0)=c=0, y (NV) = eU y. (2) =0. (4) 
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Aquí y a continuación aplicaromos las fórmulas (15) y (18) 
del $ 4, que definen los polinomios de Chebishev de primero 
y sogundo género y también las fórmulas (21)-(32) del 
mismo párrafo. 

Ya que se busca la solución no trivial dol probloma (1), 
entonces cs € O y de (4) tendremos la condición U y.., (2) = 
== (), al cumplir Ja cual la solución del problema (1) tiene 
la forma y, = c2U;.., (2). 


Puesto que los números Z, = co e, k= 1,2, 


.<.., N — l son las raícos del polinomio UY,., (2), ontonces 
de (3) encontramos los valores propios del problema (1). 


An = Le son? E sent 7, k=4,2,..., N—4. 


(5) 


A cada valor propio A, le corresponde la solución no nula 
del problema (1) 


; = kei = k 
Yu (8) =c90 1 (2h) =p sen — =C) sen, 
O<i<MV (0=< sen a (6) 


Definamos el producto escalar de funcionos reticulares pre- 
fijadas sobre w de la siguiente forma: 


N-1 
(u, 0) = DN u(i)o (i) R+0,5h [u (0) y (0) +u (N) v(N)I. 
Í i—1 

Determinemos ahora la constanto c, en (6) de manera 


tal, que las funciones ya (¿) tengan norma, igual a la unidad, 
es decir (Ya, Ya) = 1 


Cálculos no complicados dan e, = Y 2/1. Sustituyendo 


el valor hallado para c, en (6), obtendremos las funcionos 
propias pa (1) del problema (1) 


pr (1) = 2 son El — y 2 sen == E, 
¿=0,. Ll. NS, SL 2 O 1: 


Así está resuelto el problema (1) y la solución está dada 
en (5) y (7). 
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(7) 


I5numeremos las propiedades fundamontalos do las fun- 
ciones propias y los valores propios del primer probloma 
de contorno (1). 

1) Las funciones propias están ortonormalizadas: 
1, k=m, 
(La, Um) = Ónm» Óxm => 0, k X<m. 


2) Para toda función reticular f (i) profijada en los 
nodos interiores de la red w, es decir, paral X<i<N — 1, 
tiene lugar la descomposición 

N-4 


10=+ Y esn E, i=1,2,...,N—1. (8) 
h=i 
dondo 
Jin k 
Pr = D) F(i)son 7, k=1,2,...,N—1. (9) 
t=1 


Expliquemos esta afirmación. Soa f (¿) una función reticular 


arbitraria definida sobre «w (o sobre «w y quo so anula para 
i=00el= El is por las funciones propias 


1m= E nu (0= El VE fr sen Et, (10) 


hai 


donde f, son los a de Fourier de la función f (¿). 
Multiplicando (10) escalarmente por pm (i) y utilizando la 
ortonormalidad de las funciones propias, hallamos los 
coeficientos do Fourier 


N-i 
= Y) falla Um) =(f, Him) = > V É1 (0) sen EL», 
hon 1 $ ua. 1 


La relación do las fórmulas obtenidas con (8)-(9) se esta- 


blece fácilmonte sí observamos, quo fm = LA Pm: 


El desarrollo (8)-(9) es cómodo porque para calcular la 
transformada do Fourier de la función f (:) y para el resta- 
blocimiento de la función inicial por su transformada hay 
que calcular una suma de un solo tipo. En el capítulo IV 
será examinado un algoritmio para el cálculo rápido de sumas 
de tal tipo. 
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3. Para los valores propios son válidas las desigualdades 


8 4 T 
HS<w senó 5 = 41 4 SA 1 
l, 


2. Segundo problema de contorno. Examinemos ahora 
el segundo problema de contorno en valores propios 
Yi +Ay=0, z€0ou, 


2 2 (11) 
q Yx HAY= 0, 2= 0, — 7 yz + Ay =0, 2= l, 


lMallomos la solución del problema (14). Anotando las 
derivadas de diforencias on (11) por puntos, obtendromos 
cl problema 


y (¿+ 41) — 22y (1) + y (—1) =0, 1<i<N-—A, 
y (1) — 2y (0)=0, y (V—1)—2y (N)=0, (12) 
donde z=41— 1h4*/2. De la solución general y(i) = 
= CT, (2) + c2U,., (2) de la ocuación (12), separomos la 


solución que satisface las condiciones de contorno plantea- 
das. Aplicando la fórmula (24) del $ 4, tendremos 


y (1) — zy (0) = 0,2 + cg —c3=c¿=0, ec¿=0, 
y también 
y (N — 1) — 2y (NW) = €, (T y... (2) — zT y (2)) = 
= 1 (1 — 2%) Uy., (2) = 0. 
Ya que c,+0, de aquí obtenemos 


Ep = Cos”, k=0,4,...,N, 
y, por consiguiento, los valores propios del problema (12) 
son 

HU 4 ksh 


Mm=+ sen? => 7 sen? ——, k=0, A 
(13) 


A su vez, a cada A, le corresponde la solución no nula del 
problema (11) 

Yn (1) =C AT, (21) =p COS = ,», OS<i<N. 
Elijamos las constantes c, de la condición (ya, Ya) = 1, 
donde el producto escalar está definido más arriba. Cálculos 
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directos muestran, que 
cn=V 211, k=1, 2, ...>) N—i, c,=VY 1/1, k=0, Ñ. 


De esta forma, las funciones propias normadas del proble- 
ma (11) son si funciones 


Ma (1) = + cos == v2 cos nl , A<kK:<N-1, 
(14) 


Ka m=Y Los 45 — 1 cos dba Ss K=0,N, 


dofinidas sobre la red «w. Notemos que la función propia 
correspondiente al valor propio nulo A¿==0, es la cons- 
tante o (¿) =V 1/2. 

Formulemos las propiedades de las funciones propias 
y los valoros propios del segundo probloma de contorno (141). 

1) Las funciones propias están ortonormalizadas: (pa, 
Am) = Onm- 

2) Para cualquier función reticular f (¿) definida sobre o, 
tione lugar el desarrollo 


N 
; 2 Jetá ] 
M)=-F> Pa Pa Cos =p, ¿=0,1,... NV, (15) 
h=0 
dondo 


y p.f () cos HE, k=0,1,..., N, (16) 


i==0 
1. ASI<NA, E 
P= LO, 5, 1=0, N. (17) 


Las fórmulas (15) y (16) son una modificación del dosa- 
rrollo tradicional de 40 por las funcionos propias pa (i) 


= 3 FnUa (), fn=(f, tn) 
mediante la siguiente sustitución: 


VA om) 1SKEN—A, 
Ín = 


A a? 
"Á ¿Pr k=0, N. 
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3) Para los valores propios son válidas las desigualdades 
0=1%.<%41 <4im 0<k=<N. 

3. Problema de contorno mixto. Examinemos ahora el 

problema en valores propios cuando en un lado dol scg- 


monto [O, ¿] está dada la condición de contorno de primer 
género y en el otro, la de segundo génoro, por ejemplo: 


Yz, FAy =0, Eo, 
y (0) =0, — y += 0, z=!. 


Tal problema lo llamaremos problema de contorno mixto. 
Hallemos la solución del problema (18). 11 problema 
corrospondiente a (18) para la ecuación do diforoncias de 
segundo orden tiene la forma 
y (¿+ 1) — 2zy (1) + y (—1)=0,1<:¿=<N—1, 
y(0)=0, y (V — 1) — zy (N) = 0, 
donde z = 1 — 0,54%?, De la solución genoral de esta ecua- 
ción 
y (1) = e,T; (2) + c201.., (3) 
soparemos aquella solución que satisface las condiciones de 
contorno prefijadas. Utilizando (25) dol $ 4 obtendremos 


(18) 


y (0) = c, =0, 
y (N — 1) — zy (VW) = e, (U y.3 (2) — 2U y, (2)) = 
= —cCaT y (2) = 
Puesto que ca 54 0, de aquí hallamos 7 y (2,) = 0, donde 
Za = cos 22 ,k=1,2,..., YN y, por lo tanto, los 
valores propios del problema (18) son los números 
A 


==, dc MV 


Las funciones propias normalizadas del problema (18), 
correspondientes a los valores propios As, Son 


y 
ua (1)=/ FP son LEA — 
y E san 200 k=14,2,..., N, (20) 
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Formulemos las propiedades de las funciones propias 
y los valoros propios dol problema de contorno mixto (18). 
1) Las funciones propias están ortonormalizadas: 

(Ur » Um) = Ónm: 
2) Para toda función reticular f (¿) definida sobre wv+ = 


= lx, =ih, 1<i<N) (o sobro (w y que se anula para 
¿= 0) es válido el desarrollo 


N 
1)=3F Y on sen EPT, ¡=1,2,...,0, 
Hines 1 


(21) 
donde 


N 
=D ets ERE, k=1,2,..., N, (22) 


inmi 

y p. está dofinido on (17). 
3) Para los valores propios son válidas las desigualdades 
AS TA 
(24 V 2) ¿2 


=M <A < hw =$ cost, 1SESNO. 


Te 


4 
Ae 2 = 
<77 Sen? 57 


Si para la ccuación (18) está profijada la condición de con- 
torno de primer gónero on ol extremo derecho del segmento 
[O, ¿l, os decir, está dado el probloma 


Yz,. HAY =0, zEo, 


(23) 
Zyz+HM=0, r==0; y(1)=0, 


entonces los valoros propios se determinan por la fórmula 
(19), y las funciones propias normalizadas son 


2 (2% —1) (N—i 
Ur (i) = V+ sen An ¿) sm as 


= Y L son BidS II, k=L 2:00 N. 
Tiene lugar la siguiente afirmación. Para toda función 
reticular f (¿), prefijada sobre w” = fx; =ih, :=0,41,... 


,N—1,AN=0 (o sobre wm y que se anula siendo 
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i = N), es válido el desarrollo 
N 
2 2k—1 
Í N—i=>FH 2 Pr son E, 


i=1,2,...,N, (24) 


Ny 
Pr = Ss On-¿f (N —1) son EJE » 
i=1 


k=1,2,...,N, (25) 
y pi está definido en (17). 
Notemos que las funciones propias construidas del pro- 
blerna (23) están también ortonormalizadas: 
(Uns Um) = Órm- 

4. Problema de contorno periódico. Supongamos que en 
la rod NY = (2; = ik, ¿ =0, +1, +2, .. .), introducida 
sobre la recta —o0o Xx < oo, se busca la solución perió- 
dica no trivial con período N del siguionte problema en 
valores propios: 

Yz,. FAy =0, zx ES, 
ya 4N)=y(), ¿=0, +1, +2, ...,h = I/N. 
(26) 
Como la solución es periódica, entonces es sufícionte hallar- 
la para ¿=0,4,..., NV — 4. Escribiendo (26) por los 
puntos ¿=0, Í, , NV —4 y teniendo en cuenta que 
y (—1) = y (N — 1), Y (0) = y (W) obtendremos el siguien- 
te probloma: 
y (¿+ 41) — 23y (1) + y(—1)=0, 0<i<N-—1, 
donde z = 4 — 0,54h2. 
Hallemos Ja solución del problema (27). Sustituyamos la 
solución general 
y (1) = 0,7; (2) + c20,., (2) 


en las condiciones de contorno. “Teniendo en cuenta las 
propiedades de los polinomios do Chebishev obtenemos el 
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siguiente sistema para determinar las constantes c, y Cs! 
cx (1 — Ty (2)) — cg Uy. (2) = 0, 
(Ty (2) — 2) + Ca (1 + Uy.. (2)) = 0. (28) 
Este sistema tiene solución no nula entonces y solamente 
entonces, cuando su determinante es igual a cero. Calcule- 


mos oste determinante, aplicando para las transformaciones 
las fórmulas (25), (29) y (31) del $ 4. Obtenemos 


(1 — Tr (Y) (1+ Uns (2) + (TP ya (2) — 2) Un (2) = 
=1+ Uy. (23) -20 9-1 (2) —T y (2)+7T 5-1 (2) Uy -1 (2) — 

— T y (2) Un. (2) = 2 1 — Ty (2)] = 0. 
De aquí se deduce, que cuando z = zz, dondo 


2 =co8 HE, k=0,f,...,. N—4, (29) 
el sistema (28) tiene solución no nula. Do esta forma, los 
valores propios del problema (26) son 


M=% sen? += a sen? E. 
k=0,41,..., N—1. (30) 


Obtengamos ahora la solución del sistema (28). De tal 
modo tienen lugar las igualdades 


Tia (2) >= 24) OS<Sk<N—i, 


N—1, k=0, N?/2, 
Un-2 (21) = —1,kx0, N/, 


N, k=0, 
U nur(2a) = [o k=N/2, 
0, 0, N/2, 


entonces, sustituyendo (29) en (28), hallaremos la siguiente 
solución del sistema (28): 

a para k = 0 y k = N/2 tenemos c¿ =0 y e, = «(P Y 
5 0; 
b) parak 40,k 4<N/2,0<k<N-— 1, las constantes 
cy =A* y ec, = cf? son arbitrarias pero no son iguales 
a cero simultáneamente. De aquí obtenemos que las fun- 
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ciones 
Yh (1) =c*) cos =p, k=0, N/2, 


— 


Ya (1) = cf? cos + cg sen cia ; (31) 


I<S<K<N-—A, ob E 


son las soluciones del problema (27), quo corresponden al 
valor propio Aj. Notemos que en el caso k 0, N/2 las 
fórmulas (31) determinan en realidad dos funciones linoal- 


. . 2kTtl 2k1l 
mente independientes c(*) cos y cf sen , cada 


una de las cuales es la solución del probloma (27) y corres- 
ponde al valor propio Az. 

Construyamos ahora las funciones propias normadas del 
problema (26). Observemos que para las funciones reticula- 
res periódicas el producto escalar introducido antos, se 
puede escribir de la siguiente forma: 


N-1 
(u, v)= 2, u (¿) v (1) h-+0,5h [u (0) v (0) + u (NV) v (N)] = 
Eo E paró e Í. SS Le dc l £ ANTE 0 N-1 
pude A ! ER En aa E 2, u (i) v (i) h. 


— 


Examinemos dos casos, Sea primeramente N par. De (31) 
obtenemos que las funciones propias correspondientos a A, 
y Any2 son 


ha ()= Y Los 25, mo, Y. (32) 


A continuación notomos que de (30) se deducen las igual- 
dados 


A o 4 
Aya = qq son? EGOZ = 7 son? E Ao 
N 
k=1, 2, ...y de 


Eligiendo en calidad de función propia correspondiente 
al valor propio Ax, la función 


, 2 2/sti N 
br ()=Y + cos + ASE GA 
y la función 
¿2H 
Mara (1) = Y ¿sen 20 1 SL, 
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correspondiente al valor propio Ay-, = An, obtendremos 
junto con (32) un sistema comploto do funciones propias del 
problema (26). Así, los valores propios son los A, definidos 
en (30), y las funciones propias del problema (26) se dan 
por las fórmulas 


Ha (1) = + cos > k=0, => 
pr (0=Y Los <H, 1<k< GA, (33) 
ma (1) = Y Po0n EL, E ASAS NA 


para ol caso de N par. 

Observemos las propiodades fundamentales de las fun- 
cionos propias y valores propios del problema de contorno 
periódico (26). 

1) Las funciones propias están ortonormalizadas. 

2) Toda función reticular f (i) periódica con período N 
definida sobre la red Q, puede ser representada en la forma 


N/2 N-1 
2 2 ES 
Y (1D=>+ Y) PnPr cos 5 + Y Pa sen ZA, 
ht we 0 h=N/2--1 
(34) 
donde 
dE 2 N 
Pr = >, Pr Í (i) Cos + 3 O<k< HE 
¡m0 
N-1 ] (35) 
p= Y fm UQE, E ASA EN A, 
1, Kkx0, N/2 
PR=14//2, k=0, N/2. (36) 


Las fórmulas (34) — (36) se deducen del desarrollo de 
la función f (1) por las funciones propias pa (1): 


N-1 
(0= 2 futa (3), fi=(f, pr) 
al efectuar la sustitución fj, = ya Pr: 
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3) Para los valores ag se cumplen las desigualdades 


0= Ao <= An <AN/2= 57 Ss 9 O<k<N—A. 


Examinemos ahora el caso, cuando NY es impar. En esto 
caso los valores propios del problema (26) se determinan 
por las fórmulas (30), pero además Ay = 0 y tiene lugar la 
igualdad Any 1 = Ah, k = 1, Li; e (Y — 1/2. 

Las funciones propias correspondientes a los valores 
propios A, se determinan mediante las siguientes fórmulas: 


: EÑ 
no (1)=Y 1: 1-0, 
pa (1)= Y L cos 20. 1 << E L, (37) 
Mn (1) = V E son 20H, PLE <H<N 1. 


Las funciones propias (37) están ortonormalizadas, y loa 
valores propios A; satisfacen las desigualdades 0 =24. < An < 


<A 1 =3 cost q, O<k<N-—i. Adomás, cualquier 
2 


función reticular f (¿) periódica (con período N (N — impar), 
definida sobre la red Q, es represontable en la forma 
(N-1)/2 N-1 


E 2 2k 
M=>xF 2» Pra cos + + 2 X 
ha 0 h=(N +1)/2 
e EoÑ A a 
donde 
N-1 ii 
Pr= D) Paf (1) cos + , << BG, 
i==0 
N-1 
p= DIF) son LGA, SMS N A, 
ton0 


siendo p, definido más arriba. 


Capítulo 
Il 


Método 
de ftactorización 


En este capítulo se estudian distintas variantes del método directo 
de golución de las ccuaciones reticulares, el método de factorización. 
Se examina la aplicación del método para la solución, tanto de ecua- 
ciones escalares, como vectoriales. 

En cl 8 41, se construye y se investiga el método de factorización 
para ccuaciones tripuntuales escalares. El $ 2 está dedicado a distin- 
tas variantes del método de factorización, aquí son examinadas las 
factorizaciones por flujos, cíclica y no monótona. En el $ 3 se exami- 
nan las factorizaciones monótona y no monótona para ccuaciones 
escalares pentapuntuales. En el $ 4 son construidos los algoritmos de 
la factorización matricial para ecuaciones vectoriales bipuntuales y 


tripuntuales y el método de factorización ortogonal para ecuaciones 
bipuntualos. 


S 1. Método de factorización 
para ccuaciones tripuntuales 


1. Algoritmo del método. En el capítulo 1 fueron expues- 
tos los métodos de solución de ecuaciones de diferencias con 
coeficientes constantes. El presente capítulo está dedicado 
a la construcción de mótodos directos de solución de proble- 
mas de contorno para ecuaciones do diferencias tripuntuales 
y pentapuntuales con coeficientes variables, y también para 
ocuaciones vectoriales tripuntuales. Aquí serán estudiadas 
distintas variantes del método de factorización que repre- 
senta en sí mismo el método de eliminación de Causs, 
aplicado a sistemas ospeciales de ccuaciones algebraicas 
lineales y que tieno en cuenta la estructura do banda de la 
matriz del sistoma. 

Gomencemos a examinar el método de factorización 
a partir del caso de las ecuaciones escalares. Supongamos 
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que se exige hallar la solución del siguiento sistoma de 
ecuaciones tripuntuales,. 


Coyo — doY1 = fo» 1=0, 
—4 Y ia + Y: — dYira = fi 1Í<:i<N—i, (1) 
—tanYna + Cry =Ímn» ¿=N, 


o en forma vectorial 


AY =P, 
donde Y = (Yo, Ya» + - -» Yp) es el voctor de las incógni- 
tas, F= (fo, fa» - - -» Fw) es el vector de los miembros dere- 
chos, y 4 es la matriz cuadrada do (N + 1) (N + 1) 
Co — bo 0 0 e... a. 0 0 0 0 
— Ay Cs —b, 0 ..o. 0 0 4) 0 
O —ag Coa—ba... 0 0 0 0 


0 0 0 0 r.. “—dCn.2 CN-2 —Dr., 0 

0 0 0 DO... 0 —An-3 Cr-1 —by.1 
0 0 0 0... 0 0 — Ay 
con coeficientes reales o complejos. 

Los sistemas del tipo (1) aparecen en la aproximación 
tripuntual de problemas de contorno para ecuaciones dife- 
roncialos ordinarias de segundo orden con coeficiontes 
constantes y variables, y tambén en la realización de los 
esquemas de diferencias para ecuaciones en dorivadas 
parciales. En el último caso con frecuencia se exige resolver 
no solamente el problema (1), sino una serie de problemas 
con miembros derechos distintos, pero además el número de 
problemas en la serie puede ser igual a varias docenas y cen- 
tenas para un número de incógnitas en cada problema 
N 7 100. Por eso es necesario elaborar métodos económicos 
de resolución de problemas del tipo (1), para los cuales ol 
número de operaciones sea proporcional al número de 
incógnitas. Un tal método para el sistema (1) es el método 
de factorización. 

La posibilidad do construcción de un método cconómico 
se enciorra en la particularidad del sistema (1). La matriz .4 
corregpondionto a (1) pertenece a la clase de matrices enra- 
recidas: de (N + 1)? elemontos hay no más de 3N + 41 
elementos no nulos. Además, olla posee estructura de 
banda (es una matriz tridiagonal). Esta distribución regular 
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de los elementos no nulos de la matriz ,4 pormite obiener 
fórmulas de cálculo muy simples para caleular la solución. 

Pasemos a la construcción del algoritmo para resolver 
cl sistema (1). Recordemos la sucesión de operaciones que 
se realizan en el método de eliminación de Gauss. En el 
primer paso se elimina la incógnita y, de todas las ecuaciones 
del sistema (1) para ¿=41,2,..., Y con ayuda de la 
primera ecuación de (1), después de las ecuaciones trans- 
formadas para ¿=2, 3, ..., NV se elimina la incógnita y, 
mediante la ecuación correspondiente a ¿= 4, etc. Como 
resultado obtenemos una ecuación respecto a yy; con osto 
termina cl paso directo del método. En el paso inverso 
parai=N —1,N—2,..., 0, so encuentra y; mediante 
los Yi+r, Yi+as - - -» Yy ya hallados y los miembros dere- 
chos transformados. 

Siguiendo la idea del método de Gauss realicemos la 
exclusión de las incógnitas en (1). Introduzcamos notacio- 
nes, poniendo a, == bp/co, P, = f/o/co y escribamos (1) en 
la siguiente forma: 


Yo — UY = Ba» i=0, 
—aVYia + ey —dbYiri= fp 1<i<N—1, (15 
—AUnYn= Cn =Ím» ¿=N. 


Tomemos las dos primeras ecuaciones del sistema (1”). 
Yo — WAY = Pp  — Yo + CY — bye = Í,. 


Multipliquomos la primera ecuación por a, y sumémasla 
con la segunda. Tendremos (c, — 4,/%1) Y, — baya = Í1 + 
+ ay, o después do dividir por c, — q,0, 
bd; sd fi+bapB, 
Y1 —U2Y2= Pz, = a? aa 

Todas las restantes ecuaciones del sistoma (1) no contienen 
Yo, por oso el proceso de eliminación so termina en este 
primer paso. Dobido a osto, obtenemos el nuevo sistema 
«abroviado> 


Y, — UsYa = Ba ¿=1, 
—a Ya + CY — bir Rf 2<i<N— 1, (3) 
—4nYn-1 FoEnYn =Ím» i=N, 


el cual no contiene la incógnita yy y posee una estructura 
análoga a (1'). Si este sistema sorá resuelto, entonces la 
incógnita y, Se halla por la fórmula yo = A,Yy + Br. Al 
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sistema. (3) so le puede de nuevo aplicar ol método doscrito 
da oliminación de las incógnitas. En el segundo paso será 
eliminada la incógnita y,, en ol torcero y,, y así sucesiva- 
mente. Como rosultado del ¿l-ésimo paso obtendremos ol 
sistema para las incógnitas Y: Yi+1m --«<) YN 


Y: — A+ +1 E Bit i= ¿, 
—4iVYia Y ey: — diYirr > fi, I+41S:1<N—1, (4) 
—AnNYn-1 + CunYn =Ín» i=N 


y las fórmulas para encontrar y; con los números ¿ < l — 1 
Yi = Aris E Bra ¿2 11, 1 2,...,0. (5) 


Evidentemonto, los coeficientes x, y f¿ se oncuentran por 
las fórmulas 


O Ji+a0i 
A Pit zar aj? 
ba f 
¿=1, 2, .. y == qa B= <> 


Suponiendo en (4) I=N — 1, obtenemos el sistema 
para Yy 0 Yy-1 
Yn — GnYn == By, —AnYna + Cnin =Ín, 
dol cual encontramos Yy = By+1 Yny-1 => UnYy 


+ Bn- 
Uniendo ambas igualdades con (5) (1 = N — 4) obtono- 
mos las fórmulas finales para oncontrar las incógnitas: 


Yi = Xi+z Yira + Br+1» i=N—i, N — 2, . -. .3 O, 
Un = Br+1» (6) 
dondo a; y P, se obtienen mediante las fórmulas recurrentes 


y b 
La a? i=d, 2, ...» N—i, A? (7) 
Br =P E 1,2) 00 NM fBi=L, (8) 


Así, las fórmulas (6)-(8) describen el método de Gauss 
ol cual en su aplicación al sistema (1) ha obtenido el nombre 
especial: método de factorización. Los coeficientes a; y fi; 
so llaman coeficientes de factorización, las fórmulas (7) y (8) 
describen el paso directo de la factorización, y (6) el paso 
inverso. Puesto que los valores de y, se encuentran aquí 
sucesivamente al pasar do ¿+ 4 a 1, entonces las fórmu- 
las (6)-(8) son algunas veces llamadas fórmulas de factoriza- 
ción derecha. 
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El cálculo clemental de las operacionos aritméticas en 
(6)-(8) muestra, que la realización del método de factori- 
zación por estas fórmulas exige el cumplimiento de 3N 
multiplicaciones, 2VN + 1 divisiones y 3N sumas y restas. 
Si no hacemos distinción entre las operacionos aritméticas, 
su número total para ol método de factorización es Q = 
= 8N + 1. De este número, 3N — 2 se gastan en el cálcu- 
lo de a; y 5N + 3 en el cálculo de f, e yi. 

Notemos que los coeficientes a, no dependen de la 
parto derecha del sistema (1), y se determinan solamente por 
los coeficientes a;, b; y c, de las ecuaciones de diferencias. 
Por eso si se exige resolver la serie de problemas (1) con 
segundos miembros diferentes, pero con la misma matriz 4, 
los coeficientes de factorización «a, se calculan solamente al 
resolver el primer problema de la serie. Para cada probloma 
ulterior se determinan sólo los coeficientes P¿ y la solución 
Yi, pero además so emplean los a, hallados antos. De esta 
forma, únicamente en la solución del primer probloma de 
la serio so emplea el número Q = 8N + 41 de operaciones 
aritméticas, y en la solución de cada problema siguiente 
so gastarán ya tan sólo 3N +- 3 operaciones. 

Como conclusión indiquemos el orden del cálculo según 
las fórmulas del método de factorización. A partir de «a, 
y f, por las fórmulas (7) y (8) se determinan y se guardan 
en la memoria los cooficientes de factorización a, y Bi. 
Después por las fórmulas (6) se encuentra la solución y. 
2. Método de las factorizaciomes opuestas. Más arriba 
fuoron obtenidas las fórmulas de factorización derecha para 
resolver el sistema (1). Análogamonte se deducon las fór- 
mulas de factorización izquierda: 


E PE E EN 
e i=N-—i, N-—2, LEN = a (9) 
b . 
q EE, ¡=N—4, N—2, ..., 0, qy=42, (10) 
Yiva Er Yi EH Mirar ¿=0, 4, ....N— 1, Yo=Mo- (11) 


Aquí los valores de y; se encuentran sucesivamente al crecer 
el índice ¿ (de izquierda a dorecha). 

A veces resulta cómodo combinar las factorizacionos 
derecha e izquierda, obteniéndose el así llamado método de 
factorizaciones opuestas. Este método os útil aplicarlo si hay 
necesidad de hallar solamente una incógnita, por ejemplo 
Ym (0 <m< N) o un grupo de incóngnitas consecutivas. 
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Obtongamos las fórmulas del método de factorizaciones 
opuestas. Sea l X< m < N y supongamos que por las fórmu- 
las (7)-(10) están halladas 0,, %a, «+ -» Gm, Pz, Por - - - 
c..) Bm Y En+ Envio >» - >» Em: Mn> n1s >» + »» Mm» Escri- 
bamos las fórmulas (6) y (11) para el paso inverso de las 
faotorizaciones derecha e izquierda para ¿ = m — 1. Tendre- 
mos el sistema 


Yma = Amim + Bm) Ym= Emma + ms 
del cual hallamos y,,: 


ae Um + EmPm 
Ym 1i—EmGm 


Utilizando el ym hallado, mediante las fórmulas (6) 


parai=m—4A,m-—2,..., O hallaromos sucesivamente 
Um-1> Ym-2 -» -» -» Yo, y por las fórmulas (11) para i= 
=m, m>+i1,..., N calculamos los restantes Ym+1) Ym+2: 
<.-. Uy 


De esta forma, las fórmulas dol método de factorizaciones 
opuestas tienen la forma: 


=> i=1, 2, ..., m—1f, a=2, 

Pr = ES, 4,2, ... met, fp =L2, (12) 
ES ET» i=N—1, N—2, ..., m, En==5, 

q = 44 ,i=N—1, N—2, ...m, qa =P 


para calcular los coeficientes do factorización y 


Yi = Cir ira o Pin ¿=mu—i, m—d, ..., 0, 


Visa = EsriY a E Mirar Mm, Mt ll, ..., N—i, (13) 
a Am + EmPm 
Ym = 1 —iEm%m 


para determinar la solución. 

Es obvio, que el número de operaciones que se gastan 
para encontrar la solución del problema (1) mediante ol 
método do factorizaciones opuostas, es el mismo que para 
la factorización izquierda o la derecha, os decir Q = 8N. 
Observemos que para el caso particular de coeficientos 
constantos a; =b;=41,c, =e parai=41,2,...,N —1 
y ba = ay = 0 ol número de operaciones puede ser dismi- 
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nuido, si N es un número impar, de la siguiente manora. 
Dado NY = 2M — 41. Pongamos m = M en las fórmulas (12) 
y (13) del método de factorizaciones opuestas. Entoncos 
En-t+1a = 1) ¿=1, 2, ..., M. Por lo tanto, no es nece- 
sario hallar el coeficiente de factorización €; y las fórmulas 
del método do factorizaciones opuestas tendrán Ja forma 
3 i=1, 2% ...-3 M-—i, a, =0, 


Aj41 = NE=Rr 


Birs=(f ,+4B 0) % 141 ¿21,2, ..., M—iÍ, p=24, 
Mi = (1 EN) Aro ¿SN — 1, Ne 2, ..., M, Uy =E, 


Yi: = Al iY ix “+ Piti i=M — Í, M — 2, e. . .3 O, 
Bir1r = Ayudar + Mi+po i= MM, M+t4t,... N—, 


dondo Yyx = (Nx + 2amPrr)/(1 — añ). 

3. Fundamentación del método de factorización. Más 
arriba fueron obtenidas las fórmulas del método do factori- 
zación sin suposición alguna rospecto a los coeficientes del 
sistema (1). Detengámonos aquí en la progunta sobre cuáles 
exigencias deben satisfacer estos coeficientes, para que el 
método pueda ser aplicado con suficiente exactitud. 

Aclaremos la situación. Ya que las fórmulas do cálculo 
(6)-(8) del método de factorización contienen operaciones 
de división, entonces es preciso garantizar que el denomina- 
dor ec; — aya; en (7) y (8) no se anula. Diromos que el algo- 
ritmo dol método de factorización derecha es correcto, si 
c¿—4190¿5€ 0 para ¿=1, 2, ., NV. Más adelante la 
solución y, se encuentra por la fórmula recurronte (6). Esta 
fórmula puedo proporcionar acumulación de errores do 
redondoo de los resultados dó las operaciones aritméticas. 
En ofocto, supongamos que los coeficientes de factorización 
a; y f;¿ son hallados exactamente, y al calcular y y» se admito 


un Crror ey, es docir, está hallado Yy = Yy + € y. Como 
la solución y; se encuentra mediante las fórmulas (6) y, = 
= i+igi+r E Birrr 1 =3N—1,N—2,..., 0, entonces 


el error e; = Y: — Yi, Obviamente satisfacerá la ecuación 
homogénea €; = GApyrE ia 1 ==. N—41, N—2 ..., 0 pa- 
ra £ y dado. De aquí so deduce, quo si todos los x«, son mayo- 
res en módulo que la unidad, entonces puede ocurrir un 
fuorte aumento del error £, y, si NV es suficientemente grande, 
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la solución rcal y; obtenida se diferonciará significativa- 
mento de la solución y, buscada. 

Por no toner posibilidad do detenernos más dolallada- 
mente en la discusión do los problemas de estabilidad com- 
putacional del método y del mecanismo de formación de la 
inostabilidad, formularoentos la exigencia que frecuentomento 
so plantea al algoritmo del método de factorización. Exigire- 
mos que los coeficientes de factorización a, no excedan 
en módulo la unidad. Esta condición suficiente garantiza 
el no crecimiento dol error e; en la situación modelo exami- 
nada más arriba. Si se satisfaga la condición Ja, |<, 
diremos que cl algoritmo de factorización dorecha es estable. 

Aclaromos las condiciones do corrocción y estabilidad 
del algoritmo (6)-(8). El siguionte lema contiene condiciones 
suficientes do corrección y estabilidad dol algoritmo de 
factorización dorccha. 

LEMA 1 Sean los coeficientes del sistema (1) reales y que 
satisfacen las condiciones |bo[>0, lay Í[|=>0, [co | > 0, 
[cy [> 0, | a; | > 0, Ib: > 0, l= 1, 2, A N—i, 


ic.l>Ja [+ 1b0:l, ¿=4,2..., V—át, (14) 
[co l|=>]Ybol, ley I>Ían |, (15) 


con todo al menos en una de las desigualdades (14) 6 (15) 
se cumple la desigualdad estricta, es decir, la matriz A poseé 
una predominancia diagonal. Entonces para el algoritmo 
(6)-(8) del método de factorización tienen lugar las desigualda- 
des e; — (414, +40, Ja | <1, 1 =1,2,..., N que garan- 
tizan la corrección y estabilidad del método. 

Roalicomos la demostración del loma por inducción. 
Do las condiciones del loma y do (7) se desprende quo 


0 < la] == <1. (16) 


MosLlremos, que de la desigualdad [a |<1 (<N —1) 
y de las condiciones del lema se deducen las desigualdades 


Cc; — 040% 75 0, [ai+1] < 1, ¿¡<Z<N—1. (17) 
Por tanto, teniendo on cuenta (16), obtendremos que tienen 
lugar las desigualdades Ja¡| <X 1 para ¿=41,2,..., Y 
yc — apa “0 parai=1,2,..., N — 4. Para culminar 


la demostración del lema queda por demostrar la desigual- 
dad cy — €yA y 35€ 0. Así, ostallezcamos primeramonto (17). 


79 99 


Sea Ja [<1,!1<N — 1. Entonces do (14) 
¡a—aa [>lce1—la [la [>!/01+ 
+ la, [(1 — Jar Y) > [0 [ >0, (18) 


y, por consiguiente, c; — aja, +0. Más adelante, do (7) 
y (8) obtenemos 
en [67 | ad __ 
[2 ¿+11 al <= =1, 
lo que se exigía demostrar. 

Queda por mostrar que Cy — yy 30. Para esto 

utilicomos la suposición do que al menos una de las desigual- 
dades (14) ó (15) es estricta. 
Aquí son posibles varios casos. Si Jey | > | ay |], entonces 
en virtud de lo demostrado |ays | <d y, por lo tanto, 
Cn — Oya y 50. Si la desigualdad estricta se alcanza on 
(14) para un cierto ¿q 1<i¿ <N — 1, entonces do (18) 
obtendremos, que |e;,, — 8,%1, | >| b;, | y, por consi- 
guiento, ocurre la dosigualdad | «;,+, [<< 41. A continua- 
ción por inducción se establece fácilimento la desigualdad 
la; | < 4 para ¿=> lo 9- 1. Luego, on este caso tendremos 
ay |< 1 y por 0cso £y — yy 530. Si |cg | >| bo |, 
entoncos la desigualdad | «a; |< 4 tiene lugar comenzando 
desdo ¿=41. Por eso de nuova obtenemos [ay | <1 y 
En — Ay y +40. Il lema está demostrado. 

OBSERVACION t. Las condiciones de corrección y estabi- 
lidad del algoritmo (6)-(8), formuladas en el lema 1, son 
sólo condiciones suficientes. Estas condiciones pueden ser 
dobilíitadas, permitiéóndolo a algunos de los coeficientes a, 
y b, anularse. Así por ojemplo, si para cierto 1 X m < N — 
— 1 resulta quo “4, = 0, entonces ol sistema (1) se doscom- 
pone on dos sistemas: 


CmYm — PmYm+1 = fm» i¿= m, 
—a Wie bi ia =$.  m+iISi<N — Í, 
—AnYn a TF CnYyn =Ín» i=N 
para las incógnitas Ym, Um+1 - - ->» YnyN Y 
CoYo — PoYr = fo, ¿=0, 
—Biar + CY — biBirr = fis 1<i=<m-u= 2d, 


—Am-1Ym-=2a + CmaiYma = Fm + 0m-1Ym 
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para las incógnitas Ya, Y;» - - -» Yma- A cada uno do ostos 
sistemas se le puede aplicar el algoritmo (6)—(8), si pura 
ollos se cumplen las condiciones del loma (1). Pero en este 
caso las fórmulas (6)—(8) pueden utilizarso para encontrar 
directamento la solución de todo el sistema (1) dividido 
y además el algoritmo será correcto y estable. 

OBSERVACION 2. Las condiciones del lema 4 garantizan 
la corrocción y estabilidad do los algoritmos de las factori- 
zaciones izquierda y opuestas. Estas condicionos se conservan 
también para el caso dol sistema (1) con coeficientes comple- 
jos as, D; y c;. 

Mostremos ahora, que cuando se cumplen las condicionos 
dol lema 1 el sistema (1) tiene solución única para cualquior 
miembro derecho. En efecto, teniendo en cuenta las rcla- 
ciones (7), so puede mostrar por una multiplicación directa 
do matricos que Ja matriz 4 del sistema (1) se representa 
on forma del producto de dos matrices triangulares L y U 


A = LU, 
donde 
co 0 00... 0 0 0 0 
—di Aj 0D... 0 0 0 0 
0 — Gs Az Ones 0 0 0 0 
0 O —az Az... 0 0 0 0 
0 0 00... Ay O 0 0 
0 0 00... —Udyn->2 Á y-a 0 0 
0 0 00... —An-1 Ay.¡ O 
0 0 00. 0 O —ay Ay 
0 it —0 O. 0 0 0 
0 0 4 —qs... 0 0 0 
U =I. á ; 
0 0 0 0... ll —%Gw.3y O 
0 0 0 O us 0D 1 — Ay 
0 0 0 0 0 0 1 
yA¡=c,—4,%,, i=1, 2, ..., N. Ya que 


N 
det 4 = det L.det U = co Ll A,» 
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y en virtud del loma 1c¿ +0 y A¡=0 para ¿ =41,2,... 
. . -, N, entonces del 4 32 0. Por cso el sistoma (1) on caso 
de cumplirso las condicionos dol lema 4 posee solución única 
y esta solución puede ser hallada por el método do factoriza- 
ción (6)—(8). 
4. Ejemplos de aplicación del método de factorización. 
Examinomos algunos ejemplos de aplicación del método do 
factorización expuesto más arriba. 
EJEMPLO 1. Primer problema de contorno. Supongamos 

(que se exige resolver el siguiente probloma: 


Ve (2) u" (2) — q (2) u (2) = —F (2), 0<r<!, 
u (0) = 1, U (1) = uo, k (1) >c1>0, q (x) > 0. (19) 
En el segmento 0 < x < 1 construyamos una red no unifor- 


me arbitraria o =(fx, El0, 11, 1 =0,1, ..., N, zo =0, 
Is =lÚU) con pasos kh =%: — iu, ¿=1, 2 N y 


, ) . . .) 


sustiltuyamos (19) por cl siguiento problema de diferencias: 


(ay). ¿TUU — Qi, 1I<i<N—1, 
Ñ (20) 
Yo= Pa) Yn = Hz, 


donde d, = (2), q. = 7 (2), y para a, utilicemos la 
aproximación más simplo dol cocficionte A (xr): a, = 
= k (2, — 0,51). Anotando la derivada de diferencias quo 
ontra en (20) por puntos 


_ 1 Vis —Vi Vi—Vi-1 
(ay) paa TN (25, hist —0Q, hi ) 9 


donde A; = 0,5 (%; + h¡41) es el paso medio en el punto 
z;, obtendremos, que el problema (20) se escribo en furma 
dol sistema 


CoYo — Boyi = fo, ¿=0, 
—A Ya + CUi—BiYirr = fi 1A<i<N—t1, (15 
—Á nn + EnvYn =Ín> ¿=N. 
Aquí 
Ba=Ay =0, Co =Cy 1, fo = Par Ín = Ma, Í = Ct 
A TT Bo y C¿=A¡+8B,¿+d,, dde: 


En virtud do la construcción del esquema de diferencias 
(20) para los coeficientos a; y d, se cumplen Jas siguientes 
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condiciones: €, ><, 7> 0, d, >6. Por eso de (21) so deduce 
quo para (1”) están cumplidas las condiciones dol loma 1 
y este probloma puede ser roguelto por el método de factori- 
zación. 

EJEMPLO 2. Tercer problema de contorno. Examinemos 
ahora el caso de condiciones de contorno de torcer génoro: 


(k (2) u' (2) —=g (2)u (2) =—1(),  0<zr<l, 
k (0) u* (0) = x,u (0) — Uy, (22) 
—k (2) u* (1) = «qu (1) — hz» 
Consideraremos cumplidas las condicionos siguientos: k(a) > 
=>c1, > 0, g (2) >0, 4120, %X2 > 0, adomás, si q (1) == 
= 0, entonces 42 + x3 340 


En la rod no uniforme introducida más arriba el problo- 
ma (22) se aproxima por el siguiento esquema de diferencias: 


layz) 2 ¿— di = —Qu 1<i<N—1Í, 
2 2 2 z 
+; “08,0 (do + zo) vo— (00 + 1), 1=0, (23) 


—= AnYz, N= (ds +32 12) YN — (er + 2) ¿i=N, 


donde los coeficientes a;, d, y q, son elegidos medianto el 
método indicado en el ejemplo 1. Anotando la segunda deri- 


vada de diferencias (ayz); por puntos, y también las primeras 
dérivadas 


YEaTYL ya ¿Vi 


reduciremos si la forma (1”), donde 


Án =Bo+ dot 


Yz, ¡ = 


BL 


E 


E 3 
2 
Cy=Ay Hdy Has fo = Po + In = Vu + 77 Ma 


A 
1<i<N—A1. 


lós fácil comprobar que en este caso también so cumplen las 
condiciones del lema 1. 


EJEMPLO 3.  ksquemas de diferencias para la ecuación 
de conducción del calor. Examinemos el primer problema 
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de contorno para la ecuación de conducción del calor: 


Ls 0O<<I!, t>0, 


y (0, £) = 1, (2),  u(l €) = pa (£), (24) 
u (2, 0) = us (zx). 
En el plano (x, t) introduzcamos la red w = ((x;, tn), 
2q=lh,1=0, 4, .., NN, h=UN, ty = AT, n= 
=0, 1, .. .) con paso 4 en ol ospacio y t según el tiempo. 
Aproximomos (24) por el esquema de diforencias 


Ye, Y ¿Hl—0) yz K 1i<i<N-—1, 
yo = pu (2), UN (tn), yi=U0(1,), n=0, 1, ..., (25) 
dondo o es el parámetro real, y? =y(%;, tn), 


Vox, i = (Yin Yi + Ya), 
(26) 


R+i yi). 


Ye, == 


Es conocido (vóase, por ejemplo, [9])) que el esquema (25) 
tiene la aproximación O (vt + A*) para toda o; O (1? + A?) 
para o =0,5 y la aproximación O (v? + h*) para o = 1/2 — 
— h?/(127). La condición de estabilidad del esquema (25) 
según los datos iniciales tiene la forma 


o > 1/2 — h?/(4v). (27) 


Volvamos ahora al mótodo de solución do las ocuaciones 
(25) respecto a y”**. Considerando y? ya conocido, escriba- 
mos (25) en la siguiento forma: 

nos 


CA A SS 
A YN = Mz (En+1), 
donde q? ==+ Yi + (Fis, so sio 40. 
Empleando (26) reduzcamos este esquema a la forma (15, 
donde B¿= Ay=0, en fo = Ma (Er 41), 
In =U2 (tn+1), 41=8B; => C¡=A¡+B,+ 


1 k 
ars fi=0P, 1<i<N —A. 
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Fallemos las condiciones para las cuales se pueda resolver 
el sistema (1”) construido con ayuda dol método do factori- 
zación. Del lema 4 se deduce, que se debo cumplir la condi- 
ción | 2/4? + 1/(017) > 2/4?*, Rosolviendo esta dosigualdad, 
hallamos la condición suficiente de aplicabilidad de 
la factorización: o > —h?/(4t). Comparando esta dosigual- 
dad con (27), obtendromos que si para el esquema (25) está 
cumplida la condición do ostabilidad (27), entonces para 
cncontrar la solución en la capa superior puedo «aplicarse 
cl método de factorización. 

EJEMPLO 4. Ecuación de Shrodinguer no estucionaria. 
Examinemos la ecuación de Shrodinguer no estacionaria 

y2 

RH OZ<LE £>0, 4(0, £) =u(L, ) =0, 
u (0, 2) =up (2), ¿= YT 

Para esta ocuación, al igual que para la ccuación de 
conducción dol calor (24), so puede construir un esquema 
do dos capas con pesos 

n+1 


¿Yt,n =O0yEo nt(1—0) Yo pp) 1<k<N—1, 


(28) 
yo =yN=0, yh= uy (21), 

dondo el parámetro 0 = O. + ia, puedo tomar valores en 
el plano complojo. 11 esquema (28) tiene un error de aproxi- 
mación O (vt - h*) para cualquicr o; cuando a = 0,5, él 
os igual a O (1? + A*%) y cuando «a = 1/2 — »A*:/(127) el 
error de la aproximación os igual a O (vi -+ 4%). La condición 
do ostabilidad por los datos iniciales tiene la forma 


0. = Re y >0,5. (29) 


El esquema (28) se reduce de modo usual al sistema (1”) 
y las condiciones del loma 1 adquioren la siguionto forma: 
| 2/2? + i (or) | > 2/f*. Resolviendo esta desigualdad, obto- 
nomos, que el método de factorización para onconirar la 
solución del esquema (28) en la capa superior, al satisfacer 
la condición o, = [mo > —h*/(4t), es correcto. 

De esta manera, la condición do aplicabilidad dol método 
de factorización para el ejemplo examinado no coincide con 
la condición do ostabilidad dol mismo esquema de diferencias 
por los datos iniciales. 


105 


S 2. Variantes del método 
de factorización 


1. Variante por flujos del método de factorización. líxa- 
minomos la variante del método do factorización emploada 
para resolvor los problemas de diferencias con coeficientes 
fuertemonte variables. Ejeraplos de talos problemas son los 
problomas de la hidrodinámica con termoconductividad y la 
hidrodinámica magnética, donde los coeficientes de termo- 
conductividad y conductividad eléctrica dependen de los 
parámetros termodinámicos dol medio. En el caso de proble- 
mas térmicos pueden haber partes adiabáticas donde hay 
ausoncia de conductividad térmica y también partes isotér- 
micas dondo la termoconductividad es infinitamonte grande. 
En los problemas magnéticos puodon oxistir partes conducto- 
ras idealos y no electroconductoras, respectivamente. 

Con frecuencia en tales problemas, además de la misma 
solución, se axige hallar también el flujo de calor (problema 
térmico). Al resolver las ecuaciones en diferencias de segundo 
ordon, a las cuales se reducen los esquemas de diferencias 
para estos problomas, por Jas fórmulas de la factorización 
común, a menudo ocurro una pérdida significativa de exacti- 
tud. La ulterior utilización de la diferenciación numérica 
para calcular cl flujo conduco a un resultado no satisfacto- 
tio. Librarso do esta insuficiencia se hace posible modianto 
el paso a la así llamada variante por flujos del método de 
factorización. Las fórmulas para esta varianto de la factoriza- 
ción se pueden obtoner como rosultado de una transforma- 
ción de las fórmulas do la factorización común. 

Así pues, oxaminemos el problema de contorno de difo- 
rencias 


—4WYia E OY — Gi+iYidr = fi, iI<i<N—, 


Yo — *1Y = Ur Un — gYy-1 = Pa (1) 
donde 

Cc =41+ Gir Hd, ÚUX<<e<oo, (2) 

4d >0,i=4,2,...,N—4d,Ix |<, 

|xa1< 1. (3) 


Las fórmulas de factorización derecha (véase (6)—(8) 
del $ 4) para el problema (1) tomando en consideración (2) 
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adquieren la forma 
Yi Y + Beso ¿=N— l Ñ —2, e...) O, 


ES Pat bn 


Yn 4 a (4) 
— H¿An 

e ES EN 

Ma paa aa) IT 

N—i, Zi = Ka, (5) 

Br —=(L a BP), dm Lc 

N— 1, Bs =uj. (6) 


Introduzcamos una nuova función reticular dosconocida 
(flujo) por la fórmula 


Wi; = —4r (Yi — Yi-1), i=4, 2... NV, (7) 
y reescribamos (1) en la forma 
Wi4si = 0 + dy: = fi. 1<i<N—1, 
Yo — Y = My ¿=0, 
—420N + Ay (l — 42) Yy = Qpyllz, ¿== N. (8) 
De (7) hallamos 
1 


21+1 


Ya =Yi¡-1+ WDi+go ¿=0, La e...) N— Ai, 


y sustituyamos esta expresión on (4). Como resultado encon- 
traremos la relación que conecta a Y;i+, Y Wi+z! 


wWi+p Sb Girr (1 — %1+1) Yi+1 = ai41Bi+a 

¿=0,14, ... N—Í1. 
Introduciendo las notaciones 

as =a (1 —a) B=abBb, ¿=4,2....N, 
reescribamos osta relación en la forma 

wi + ayi = Pi, A A (9) 


Obsorvomos qué las ecuacionos (8), (9) forman un sistema 
algebraico que contiene 2N + 4 ecuacionos rospecto a 
2N + 4 incógnitas Yo, Y ++ «+» UN Y Wi 02 -- +) Uy. 
La estructura de este sistema os tal que se divide on dos 
sistemas independientes para las coordenadas Yo, Yi, - . - 
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UN Y Ur 2...) Wy. O IN OS ostos sistemas. 
_ Expresomos de (9) y: Ya = (B. — wa i=1, 2, 
, N y dnd a en las ccuaciones del sistema (8) 


para ¿=1,2,..., NV. Debido a esto obtenemos las ecua- 
ciones 
| 7 dibi—al: 
MARU RA? 
¿¡=N—4, N—2, ..., 1, (10) 


pia EN [1 —2%3) Py —AUy Ha) 
A (1—2%3) an + Ang  ? 
resolviendo las cuales sucesivamente hallaremos lodos los tz;. 
Obtongamos ahora ecuaciones para y;. Para esto exproseo- 
mos to, do (9): ww; = —aiy, FP ¿=1,2,..., YN y 
sustituyámoslo en (8) para 1 =41, 2, ..., N. Como resulta- 
do obtendremos las ccuaciones 


Aisy dia E fi—Braa Pi 


YE Ed, td? 

i=N—41, No2, ..., l, 

Yo = %1Y1 + Ha» (11) 
XyBn +2 Hg 

Un = 


(1—X2) y + UG Nk 


para el cálculo consecutivo do y;- 
Iscribamos las fórmulas recurrentes para determinar 
ai y P;. Utilizando (5) y (6), hallamos 


E ñ 1%) +4 
Y —= Ops (Í — 0141) — RE 

= st (%; + d;) 

Qp+1 POH dj? e 


i=4, 2, ..., V—1, a,=41(1-—x1), 
GaABD ¿14,2, ..., N—1, 


A1+ +A +70) 
PB, = asu, (13) 


De las condiciones (2) y (3) y do las fórmulas (12) se deduco, 
que a, >0. Entonces el coofliciente aa; + d,) en la 
fórinula (10) no supora la unidad, lo cual garantiza la esta- 
bilidad dol algoritmo para calcular w;¡. Así sucosivamente, 
puesto que do las condicionos ax; >> O y d; > 0 se desprondo 
que €:4+1 [< Q;:4+, + 0% + q, enlonces en virtud de (12) 
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Bis = A ir1Birs = 


es válida la desigualdad Q;+, < 01 + d¿. Por eso el coofi- 
ciente Q;4+, (2; + d,) en la fórmula (11) es siempro menor 
que la unidad, lo cual asegura la estabilidad al calcular y,. 
Notomos que ol denominador en las expresiones para wy 
ec Y» es siempro mayor quo ceru. 

Así pues, el algoritmo del método de factorización por 
flujos se describe medianto las fórmulas (10) —(13). Observo- 
mos que es racional utilizar las fórmulas recurrontes indica- 
das para a; y f, al igual que las oxprosionos para Y y Y Wy, 
Si 43414 < 41. Si a;+, > 41, entonces se recomienda utilizar 
las siguiontos fórmulas, obtenidas do (10)—(13) al dividir 
el numerador y el denominador de las fracciones por a,+;: 


A. A A 
ds Hai + didas ? ¿+1 1 + (A dida? 
yy == abnleytita y — UP 
s 1 —%9 + 30 5/4 : l—%9 - FAA ÍA y 


Cnalculemos el número de oporaciones aritméticas quo os 
necesario ofectuar para la realización do (10)—(13). En una 
organización sensata de los cálculos, cuando las exprosivnes 
comunes para varias fórmulas so caleulan una sola voz, 
y los factores comunes a varios sumandos se sacan fucra dol 
paréntesis, cl númoro de operaciones para (10)—(13) es 
Q = 21NW + 1. Esto es aproximadamente dos veces el núme- 
ro do operaciones que Se necesitaría gastar, para hallar la 
solución y, del probloma (1) por las fórmulas do factoriza- 
ción común, y después hallar el flujo tw, por la fórmula (7). 

2. Mótudo de factorización cíclica. Examinemos ahora 
el siguiente sistema: 


—OUYia + 0Y: — diYirr > fi, 
¿=0, +1 +2%..., (14) 


enuyos cooficiontoes y segundos miombros son periódicos con 
poríodo N: 


4 = Gin di = diana li = Cien fi = fi4nv- (15) 


A los sistomas dol tipo (14), (15) llogamos, por ejemplo, 
al oxaminar esquemas de diferencias tripuntuales destinados 
para obtener soluciones periódicas de ecuaciones diforoncia- 
les ordinarias de segundo orden y también para la solución 
aproximada de ecuaciones con derivadas parciales en coorde- 
nadas cilíndricas y esféricas. 

Al satisfacer las condiciones (15) la solución del sistema 
(14), si ella existe, también sorá periódica con período N, 
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os decir 

CY Yi+> (16) 
Por eso es suficiunto hallar la solución y¿, por ejeunplo, para 
¿i=0,1,..., N — 1. En este caso el problema (14) —(16) 
se puedo escribir así: 


—UaY N -1 + CoYo — by == fo, i¡= 0, (17) 
aia cy — bYira = fi 1<ti<N—1, 
UN = Yo (18) 


Hemos añadido la condición (18) al sistema (17), para no 
excluir yy de la ecuación del sistema para ¿=N —1, 
sustituyéndola por yo. Esto permite conservar una forma 
única para la ecuación (17) con ¿i=1,2,..., N — 1. 

Si introducimos los vectores de las incógnitas Y = 
= (Yo, Yo -»-» Y) y dol segundo miembro F = (fa, 


o ---, Áv-,), entonces (17) y (18) se pneden escribir en la 
forma vectorial 4Y = F, donde 
ÁA= 
Co —bo 0 (0 E 0 0 — o 
— Uy Cy —b, O 0 0 0 
0) — dz Ca — ba 0 0 0 
0 0 0 0... Cn-3 —Úón.3 0 
0 0 0 0... — Qn-2 Cyr-2 —bnr-a 
— Bn.; 0 0 Do... 0 —Qln-1 Cry-1 


os la matriz del sistema (17), (18). La presencia de coefi- 
ciontes ao y Dy-, distintos de cero en (17), no permite resol- 
ver este sistoma por el método de factorización descrito en 
cl $ 1. Para encontrar la solución del sistema (17), (18) 
construiremos una variante del método do factorización quo 
se llama método de factorización cíclica. 

Buscaremos la solución del problema (17), (18) en forma 
do una combinación lineal de las funcionos reticulares u; 
y U; 

Yi = Us + YoUs» 0OSi<N, (19) 

dondo u; es la solución del problema de contorno no homogé- 
neo tripuntual 


—a ¡y $ e; — dy, == f1 1<i<N — 1, (20) 
un = 0, Uy = 0 
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con condiciones de contorno homogéncoas, y v, es la solución 
del problema do contorno homogéneo tripuntual 


—Q Uy +4- CV; — DiVi4s = O, 1 < ¿ < N — 1, (21) 
Vy = Ly Vy = 1 


con condiciones de contorno no homogóneas. 

Hallemos bajo qué condición y; de (19) es la solución 
buscada. Multiplicando (21) por yy, sumando con (20) y 
teniendo en cuenta (19), obtendrermos, que se cumplirán 
las ecuaciones del sistema (17) parai=141,2,..., N — 1. 
Do las condiciones de contorno para u, y v, so deduce que se 
cumple la relación (18). De esta forma, si y;, definida por la 
fórmula (19), satisface la ocuación del sistoma (17) para 
¿=0 que queda sin utilizar, entonces cl] prohlema estará 
resuelto. Sustituyondo (19) en esta ecuación, obtondremos 


—G gl y -1 — GoYoUn 1 Y CoYo — dalt, — 


—boYoV, = fo- (22) 
Así puos, si clogimos y, según la fórmula 
yo == Lo Etouna bo (23) 


Co — AgU ny 3 — dyUr, 
entonces se cumplirá la igualdad (22) y, por consiguiente, 
la solución del problema (17), (18) se puede hallar por la 
fórmula (19). 

Detengámonos ahora en la solución de los sistemas (20) 
y (21). Ellos son casos particulares de sistemas tripun luales 
de ecuaciones para los cuales en el $ 1 fue construido el 
mótodo de factorización. Para (20) y (21) las fórmulas de 
factorización toman la siguionte forma: 


Uj = Arlt E Pis» ¿=N—1, Nu? ... 
E A (24) 
Y = ii E Yin ¿2 N—1,N—2,... 
“> ¿A Uy = 1, 
dondo los cooficientes de factorización a, P; y y, se encuen- 
tran por las fórmulas siguiontes: 
dl, t=1,2...,N, 0a=0, (25) 


Cc;— 0; 


pi PEE eS.. i=1, DS N, B,=0, (26) 


c;—aj¡a; 


ma== HP, dd dc Nr do (27) 


ct —a¡Qa; 


Ai = 
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Transformemos (23). De (24) ohtenemos Uy._, = AyUy + 
+ fvw =P, Uy, = Y + %y. Sustituyamos estas expre- 
siones en (23) y tengamos en cuenta las condiciones (15), 
(25) —(27): 

Yo = in+tanBrtBnus = Pr Or 1 

0 EN—ANaN— AN YN — br A — PND ; 
Hemos construido el algoritmo para resolver el probloma 
(17), (18) que llova el nombre de mótodo de factorización 
cíclica: 
atz=bibcj, Ba=fi/c4, Y2=04y6c4, 
Bi yy LL — — eii 
ci—a¡aj; ” ¿ei c—aa; ? Pi+1 Ci — Qj06 
i=2,3, ..., N; 
Un-¿=Py, Una =Uny + Yns (28) 
U, = A rl Fis. Vi LD 1 E Vito 
i=N—2, N—3, ..., 1; 

Bos + Un 


Ya = AAA AAáÁKÁáÁáÁáÁ Y; =U 1 + Yo; y N— A. 


Í— YN +1 — Are pl 


Un cálculo elemental muestra, que para su roalización 
so cxigo 6 (N — 1) multiplicaciones, IN — 3 sumas y rostos 
y 3N + 1 divisiones. Si no hacemos diferencia entre las 
operaciones aritmóticas, entonces Su númcro general es 
Q = 14N — 8. 

Investiguemos la pregunta sobre la aplicabilidad y 
estabilidad dol algoritmo (28). Tiene lugar el siguiente lema: 

LEMA 2. Supongamos que los coefictentes del sistema 
(14), (15) satisfacen las condiciones 


ja; |>0, Jb6;¿]>0, Je | > [ae |+ [05 |, 
E A (29) 
y que existe 1<i<N tal que |c, T>[a, | + 10, |. 
Entonces 
e.—aq;%0, fa 1<1, lar + 1 1=<!Í, 
E A 
l— Y 41 — Uy 0 3 0. a 
En efecto, ya que di, B; y y. son los coeficientes do 
factorización dol método de factorización derecha, aplicado 


a la solución de los problemas (20) y (21), y en virtud do 
(29) ostán cumplidas las condiciones del lema 1, ontonces 
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del lema 1 se desprende la justeza do las dosigualdados 
Cc; — 410,540, ¡a |< 1, i=2 3, ...N, 


30) 
e; —ajai lz>=]|cil— [ala !>]1b¿1>0. 


A continuación a baso de las condiciones del lema 2, 
Ja, | + 1b,1<1|c, | y, por lo tanto, |azg | + | ya 1< 1. 
De aquí por ol método de inducción obtenemos las desigual. 
dades 

a, I4-1y,1<1f, ¿=2,3, ...,0N, (31) 
como 
_mi+lallvl 
A rr 

les I+1b:l—la l(1—I y, 1) Paz I+1bpI—Jasi1al 

<= ez |—Jajl lo] <= er l—1apiial <1, 
y se ticne (30). 
Notemos, que |e; | > |a;| + |b,]| para £= de y, por 
tanto, | %i,+1 | + |Yio+1 |< 4. De aquí so deduce que para 
izio+41 tiene lugar la desigualdad estricta | a; ]|+ 
+ |y¡]<1d. Como 1<i<N, entonces |ay+, | + 
+ lYr+11<1. 

Nos queda por mostrar que 1 — Yy+, — Ay +10, 7 O. 
A baso de (28) y (31) obtenemos 


lvval=<lay + | 1<1, 
y más adelante por el método de inducción demostramos las 
desigualdades |v,¿] <1,1<1i¿<N — Í, ya quo en virtud 
de (31) 
DIESE TT TETERA 
+ | 11. 
En particular, |v, [|< 1. De aquí, teniendo on cuonta la 
desigualdad demostrada |ys+1 | +)! Yyw+11< 1, sacamos 
la conclusión de que 
11 — Yy+41 — Uy l > l— [Yi 1 — ly do, J> 
21 — layn+1l— | Yr+1 12>0. 
El loma 2 ostá completamente demostrado. 
Como conclusión notemos, que el coeficionte do factori- 


zación $,, dependo de la parte derecha f;, y por consiguiente, 
de u, e y;. Los cocficientes de faclorización a; y y, al igual 
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tjuo v, no dependon de Í y se calculan y se guardan en la 
memoria al rosolver tan sólo ul primor problema do la serio. 
Esto permite resolver el segundo y cada problema siguiente 
de la serie modianto Q = 9N — 4 operaciones. 


3. Método de factorización para sistemas complejos. Con- 
tinuemos la construcción de variantes del método de factorización 
para la solución de sistemas de ecuaciones de diferencias con matrices 
distintas de las tridiagonales. En el punto 2 so aplicó el método de 
factorización cíclica para resolver sistermas cuyas matrices contenían 
solamente dos elementos no nulos fuera de Jas diagonales principales. 
Examinemos ahora un caso más general. 

Supongamos que se exige resolver el siguiente sistema de ecua- 
ciones: 

N-4 


CoYo — Y) Ey o YN = o  1=0, 
j=1 


— PiYo— 2 1Y 1 Fi — iii — Vin ofi, 1<i<N—1, (32) 
N-1 

—ONnYo > EJYilenYe Ín, 1=N. 
j=1 


El sistema del tipo (32) aparece al aproximar las ecuaciones dife- 
renciales ordinarias de segundo orden en el caso de condiciones de- 
contorno relacionadas, al encontrar las soluciones que satisfacen con- 
diciones complementarias de tipo integral, y en una serie de otros 
problemas. En particular se pueden escribir en esta forma todos los 
sistemas de ecuaciones de diferencias examinadas más arriba. Por 
ejemplo, si en (32) ponemos 


d1=bo dyna=% 04"0 2<1< N — 2, 
P=V1= E =0, 1<i<N—Í, 
Y =0, Py =y=1d [y =0, 

entonces obtendremos el problema (17), (18). 


Si introducimos los vectores Y = (Yo Yi) --» Uy) y F= 
sa Yo: . » -, fy), entonces (32) se puede escribir en la forma vectorial 


AY = F, donde 
Cea =d8y —dí —dae ..- AN —3 4d Ne =dN-1 =Yo 
a e e , do E A E ó Ae A | men 
— Bo Aa Cq..- 0 0 0 _—a 
Ong 0) 000002. gg Ea TO: 
"Py —8s3 —E1s —89 --- =8 N.3 =8EN-23 “E N.1 Cy 


Se ve que la matriz. se obtiene bordeando una matriz tridiagonal con 
ayuda de columnas y filas desde todos los cuatro lados. Observemos 
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ue pata otro ordenamiento de las incógnitas Y * = ly, Ya. - -,-Yn,Uy) 
4 Ai (32) se escribe on la forma 4A*Y* = F* "donde la matrlz 
A” $0 obtiene al bordcar la misma matriz tridiagonal, pero solamente 
con «yuda de dos columnas a la derecha y de dos filas de abajo. 
Pasemos a la construcción de un método de solución del problema 
(32). Buscaremos la solución del problema (32) en forma de una com- 
binación lineal de tres funciones reticulares u;¡, v, y Ww;: 


Y = Uy TH Ya E yn 0<1<N, (33) 


donde u;, v¿ y w, son las soluciones de los siguientes problemas de 
contorno tripuntualos: 


—4 4 Hei — ia =2 fi 1<i<N—A, ) (34) 
uy=0, un =0; 
— 80 14H — bi Rh 1<i<N—A, ) (35) 
vy=1,  vy»==0; 
—a 01 + cp —d 0 == 1 SNA, ) (36) 
wy= 0, Dy = 1. 


De (33)-(30) so ve, que para 1l << N — 1 se cumplen las ecua 
ciones del sistema (32). Las condiciones de contorno para u,, v; Ny 
w; garantizan la reducción do (33) a una identidad parai=00í= N. 
De esta manera, si se resolverán los problemas (34)—-(36) y estarán halla- 
das yo y Yw, la fórmula (33) dofinirá la solución del problema inicial 
(32). Hallemos primeramente yy O yy. 

Hallaremos los valores para yo € y y, empleando las ecuaciones del 
sistema (32) si ¿i=086 1 == N, Sustituyoendo y, de (33) en cstas ccua- 
ciones, obtenemos un sistema de dos ecuaciones para yy € yy: 


N-1 N-i N-1 
(co — Y 23) v—(Yo+ 2 des) un=fo+ 2 djuy, 


Jul 
N-1 N-1 N-i 
— (an + 2 EJ97) vo (en— 2 EJ) un =ÍN + 2 EJuJ, 
sr — ¿=> 


Si el determinante do este sistema 


1 N-1 
A=(e— 2 d up) (a 2 g301)— 


> 
N-1 N-1 
—( o + 2 dywj) (On + 2 gju3) (37) 
qu. => 


des distinto del cero, entonces el sistema tiene la única solución 
N-1 


| N-1 
Yo =+| (em— > g50,) (1+ > dyuy) + 
j=1 


==1 


N-1 N-i 


+(w+ D dw3) (19 + > 210) ], (88) 


j=1 jui 
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' N-1 N-4 
un=-x [ (en + > es03) (+ »? djuy )+ 
j=1 


3=1 


N-1 N-1 
de (0 — Y dj03) (17+ y eu ). (39) 
jet j=1 


Examinemos ahora el método de solución de los problemas auxi- 
liares (34)-(36). Ya que aquí nos tropezamos con problemas do contorno 
urdinarios para ecuaciones tripuntuales, entonces so putas utilizar 
el inótodo de factorización descrito en el $ 1. Para (34)-(36) las fórmulas 
del algoritmo do factorización derecha adquieren la siguicnte forma: 

Uy = Oiga + Bi4oo i=N—4, ...,0, uy =0, 

Dd) = Ci+rdi+r + Vi+1 i= N — 1, . . . O, Uy == 0, (40) 

0; = id ig 1=N—4, ...,0, vy=14, 
donde los coeficiontes de factorización a;, By, y 6, se determinan por 
las fórmulas 


_ bh Si tab; 
E E 
t=1, pe .s..» N—i, a, =0, B, =0, (ál) 
— Did ay e Ni 4 ed: 
Maat A cq—ajQ; ? 


Por lo tanto, para cl problema (32) el mátodo de factorización se 
describe por las fórmulas (33), (37)-(41). i 

Examinemos ahora la pregunta sobre Ja estabilidad y corrección 
del algoritmo propuesto. En virtud del lema 1 las condiciones 


e 1>0, 11>0, Jel>]el+1081, 
íÍ<i<N— 1 (42) 


son suficientes para la estabilidad y corrección del método de factori- 
zación (40)-(41) de solución de los problemas auxiliares (34-(30). Su 
pucde mostrar, que si el sistema inicial (32) tiene solución única, 
entonces el determinante A, definido por la fórmula (37), es distinto 
de cero. En este caso las fórmulas ( ? (39) para calcular ya y Yy 
pc correctas. Formulemos el resultado obtenido en forma de un 
cma. 

LEMA 3. St el sistema (32) tiene solución única y son cumplidas las 
condiciones (42), entonces el O (33), (37)-(41) del método de 
factorización para el problema (32) es correcto y estable. 

Ohservemos que la formulación de las sencillas y a la vez no 
muy restrictivas condiciones suficientes de solubilidad del sistema 
(32) es un problema complejo. Citemos un ejemplo de las condiciones 
qe aseguran la corrección y la estabilidad del algoritmo propuesto. 

upongamos que la matriz del sistema (32) posee una predominancia 
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diagonal, cs decir, se cumplen las condiciones 


led > leal + 1011 + pr + br, 1 <IEN—A, (43) 
N-1 N-1 

l)6l>tmwI+ Start, ent > len i+ 2, Hart, (44) 
jort ==] 


faz] >0, |», >0, 1<1<N—A, |£9) >0, ley] >0, 


y además, al menos en una de las desigualdades (43) o (45) se cumple 
a desigualdad estricta. 

Indiquemos las etapas fundamentales de la demostración. Al 
principio se demuestra que tienen lugar las desigualdades | a, | + 
+HlvwI1+161<1 1<t</N. A continuación se demuestran 
las desigualdades | v,¿] + | w,1|< , para 1 < 1 < N, además, sl en 
(43) al menos para un ¿ se cumple la desigualdad estricta, entonces 
para todos 1 < t < N son ciortas las desigualdados | +, | + | ¡| < 4. 
Seguidamente tenemos 


N-i N-1 
|co— D dj | > 1c01— Y 1831 1031 >I Y 1 + 
Jjaai 1 


N-1 N-1 N-1 
+ Y (11031) lajl > Ivo! 2, 11241 1841 >| vo pa we gdl y | 
$=1 ase => 


y análogamente 
N-1 N-1 
les — 2 gil >| an+ 2 gju7l, 


pero al menos en una de estas desigualdades se alcanza la desigualdad 
estricta. De aquí se deduce, que el determínante A definido en (37) 
os distinto de cero. La estabilidad y corrección del método de factoriza- 
clon TES solución de los problemas auxiliares (34)436) se despren- 
en de ). 

En calidad de ejemplo de un problema reducible a (32), cxamine- 

mos el esquema con pesos 
ya 02 (10) Y7, y AS EEN A, 


x x 
Yo = M1 (En). YN — Y = (1? (En), (45) 
YI uy (21), n=0, 4, ..., ISK<N—!, 


ema aproxima la ecuación de conducción del calor con condiciones 
de contorno relacionadas no Incalas 

du tu 

TT 0O<zxr<l, t>0, 

u (0, —u (v (0, 1) =4y (M, 

u(I, 1) —u(v (1), £) = (19 (2), (zx, 0) = 9 (2), 


donde la función x = v (£) toma valores de O hasta /. Notemos que en 
el esquema (45) la curva z = v(t) es aproximada por la quebrada 
Sy > v (tp), de manera tal que los puntos (tz, 1) son los puntos de 
ernpalme de la red, 
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El esquema do diferencias (45) se escrihe cn la forma del sistema 
(32) respecto a yy = y?*! para los siguientes valores de los coeficiontos 


y del segundo miembro (0 + 0): 
c9=1, da=4, for=pr (tn+1), Yo =0, dy=0, j <= k, 
en =1, 92 =1, [n=HMz (ino). Pre=0, g:=0, j ==, 
Pj=V/¿=0, a =b¿ =1/h%, c; =6, +04 1/(07), 


4 1 
hi= + (5-1) Vo i=A, 2, .... N—!. 


De aquí obtenemos que la exigencia | 2/h? + 1/(9T) | > 2/h? 
asegura el cumplimiento de las condiciones (43), (44). Por consiguiente, 
para encontrar la solución del csquema (45) sobre la capa superior 
sí o > —h*?/(47), se puedo utilizar la variante aquí descrita dol méto- 
do de factorización, la cual será estable y correcta. 


4. Método de factorización no monótona. Regresemos de 
nuevo al método de factorización para la solución de acua- 
ciones tripuntuales: 


CoOYo — doY1 = fo. 1 = 0, 
—a Yi an ciY1 — bDYi+s => fa, i=4A, 2... N — 1, 
(46) 


—AnYna + Cnln =Ín, ¡i=N, 

que fue construido en el $ 4. Recordomos que on el algoritino 
de factorización derecha (izquierda) las incógnitas y, se 
encuentran sucesivamento al moverse en la dirección do 
disminución (de aumento) del índice ¿. Al mismo tiompo y; 
se expresa únicamente mediante la incógnita vecina. 'Pal 
ostructura“del algoritmo nos da fundamento para llamar al 
método construido, método de factorización no monótona. 

El orden monótono de definición de las incógnitas y, 
en el paso inverso del método está proporcionado por el 
orden natural de eliminación do las incógnitas do las ocuacio- 
nes durante el paso directo. De esta forma, el método do 
factorización monótona es el método de eliminación de 
Gauss sin elegir el elemento principal, aplicado al sistoma 
ospecial de ecuaciones algebraicas lineales (46) con matriz 
tridiagonal. Es conocido, que esia variante del método de 
eliminación de Gauss es correcta para el caso de sistema 
de ecuaciones con matrices que poseen predominancia 
diagonal. Para ol sistoma (46) esta afirmación está demostra- 
da en el lema 4. 

Detengámonos en esto más dotalladamente. Recordemos 
que en el $ 1, punto 1, en el ¿-ósimo paso del proceso do 
eliminación de las incógnitas en el sistoma (46) fuo obtenido 
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ol sistema «abreviado» 

(ec; — am) y: — bir = fi Fa ¿i= 1, 
=aWYia + Y — bYirr =p 1+1<t<N—1, (47) 
—GnUn-1 + Cuy > Ín 


para las incógnitas Yi, Yt+1» - - -+ Ywy- Suponiendo que 
ci; — a/a, es distinto de cero, nosotros transformamos la 
primora ccuación del sistema (47) a la forma 


Yi = AY ir E Pira Lira = Dl (ca 01) (48) 


y la utilizamos para excluir y, de la ecuación (47) para i = 
= [+ 4. El loma 1 afirma que si la matriz 4 del sistema 
(46) tiene una predominancia diagonal, entonces es válida 
la desigualdad |c, — aja; > |b; 1 Por consiguiente, en 
la primera ecuación del sistema (47) el coeficiente do y, 
es mayor en módulo que el coeficiento de y ¡+,. Por eso no es 
necesario efectuar la elección dol elemento principal por la 
fila, la transición a la forma (48) es correcta y la condición 
de estabilidad |«a;¡+, |< 1 se cumple automáticamente. 

Si no tiene lugar la predominancia diagonal, entonces no 
se puede garantizar que las cantidades c; — 4/4, sean 
distintas de cero así como la desigualdad |a¡4+, | < 41. En 
este caso el algoritmo de factorización monótona puede pro- 
porcionar la división por cero o una fuerto sensibilidad a los 
errores de redondeo, y por consiguiente, se debe modificar 
osto algoritmo. La construcción de un algoritmo correcto 
del método de factorización para el sistema (46), que posea 
una solución única, se basa en emplear la elección de un ele- 
mento principal por filas en ol método de eliminación de 
Gauss. ln dicho algoritmo puede ser violado el orden monó- 
tono de definición de las incógnitas y; y por lo tanto este 
método lo llamaremos método de factorización no monótona. 

Pasemos a la descripción del algoritmo de la factoriza- 
ción no monótona. Supongamos que debido al !-ésimo paso 
del proceso de eliminación de Gauss con la elección del ele- 
mento principal por fila, aplicado al sistema (46), se obtiene 
el siguiente sistema “«reducido»: 


CY my E bir > F, i¿= 2, (49) 
—Á Um; + Ci4iYadar — diriYare = O, ¿i=144, (50) 
—Q +8 t+s db Ci+a Y isa > bir is = $40. 

=14+2 (51) 
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—4iVia + OY —= bir == fi l+ ISi<N —i, 
(52) 


—AyYn-1 T Cry = Ín, i=0N, (53) 


donde m;<l. (Para l =0 en (49)—(53) se debo poner 
C=cy A =4a, F=f, Vd=f, y my = 

Describamos el l + 1-ésimo paso dol proceso de elimí- 
nación. La estrategia «dle elección del elemento principal 
por fila nos conduce a dos casos: 

a) Si]C1>1I1Db, 1, la ocuación (49) so transforma on la 
forma 


Y mi 77 Air 41 A Brisas Gira = dC, Bras = F!C, 


pero | a+, |< 1 y la incógnita con índice m; se encuentra 
medianto la incógnita con índice l + 1. Así sucesivamente, 
con ayuda de la ecuación obtenida se elimina ym, de (50). 
Esto da la siguiente ecuación: 


CYmvp — dir ira = €, i=l1+14, (54) 


donde hemos denotado mi4, = 4-4, C = C14, — ÁYL 141» 
F=00D+4fr4,. La ecuación (91) no se transtorma, ya 
que olla no contiene yn, pero se vuelve a oscribir en la 
forma 


—AY miss + CiroYi+a — diraYi+a = O, 
¿=1+2 (55) 


donde se supone Á = Gi+o y OD =fi+a. Uniendo (54) y 
(55) con (52) y (53), obtenemos un nuevo sistema «roducido» 
del tipo (49) —(53), en el cual / se la sustituido por 1 + 4. 
Con esto se termina el (¿ + 1)-ésimo paso. 

b)Si I|C1|<l]|b;(f, entonces (49) se transforma a la 
forma 


Y i+1 — Al+1Ym, — Bra iy  Clbe Brri= —F 201, 


donde de nuevo |a:+, |< 41, sin ombargo esta vez la in- 
cógnita con índice l + 1 se calcula por media dae Ja incógnita 
con índico m¡. La ecuación obtenida se utiliza para eliminar 
Y 1+1 de (50) y (51). Con esto la ecuación (50) se habrá trans- 
formada a la forma (54), donde m4, M3, C= C74.¡% 141 — 
—= A, F=0 — €141Pi+, y la cenación (51) a la forma (55), 
donde las cantidades A y (V se redefinen por las fórmulas 
ÁA = 41420141) D=f ¡42 + Gj42P ¿+ Las ecuaciones (52), 
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(53) no se transforman, ya que no contienen y;¡+,. De nuevo 
obtenemos un sistema del tipo (49)—(53). El se diferencia 
dol obtenido en el primer caso por los coeficientes € y A 
y los miembros derechos F y (D calculados según las otras 
fórmulas. 

Así pues, hemos descrito un paso del proceso de elimina- 
ción con elocción del elemento principal. Notemos que si el 
sistema inicial no es degenerado, en la ecuación (49) los 
coeficientes C y b; no pueden anularse simultáneamente. 
Esio asegura la corrección de las fórmulas para los coefi- 
cientes de factorización 2:+, y PB:¿+,- Como todos log a ;.+, 
calculados no exceden en módulo la unidad, cntoncos el 
proceso de cálculo de las incógnitas y, en el paso inverso del 
mótodo sorá ostable respecto a los errores de redondeo. 

Para ol algoritmo propuesto el orden del cálculo de las 
incógnitas puede tener un carácter no monótono. Esto exigo 
que se conserve la información acerca de cual incógnita se 
calcula y a través de la cual de las ya halladas en los pasos 
antorioros, con ayuda do los coeficientes de factorización 
1+1 Y Bi+1- Esta información so puode conservar en forma 
do dos conjuntos do índices O y x« de números enteros: 
9 =(0,, 1 <i<N), x =(fx;¡, l <i< NV), puesto quo las 
incógnitas so oncuentran por las fórmulas ym = Ai+1Yn + 
+ Bora, m = O,+1. RN = Kr+1» i=N — 1, e 2, 

. . ., D. Los conjuntos O y x se construyen on el paso directo 
del método. 

El algoritmo del método de factorización no monótona so 
puede definir de la siguiento forma: 

4) Se dan los valores iniciales para €, A, F y Dd: C =cCo, 
A =4a, F =f., Y =7, y formalmonte so supone xy = 0. 

2) Sucesivamente para ¿=0, 1, ..., N — 1 se ofoc- 
btúan, en función de la situación, las operacionos descritas en 
los puntos 2) o b): 

a) si | Cc | >| b, h. entonces Ai+1 = bi IC, Bi+r = PIC, 
CO = Ci41 — AG F= DH ABira Oia = lar Ad = 
=¿+1, A =4j42p D= foros 

b)siC|<I|D; |, ontonces %+1, = Cl/be, Bi, = —F/bu; 
C= 41% 41 A, F=O— i4t1Biro Gi =¿+/1, 
Air = Ary Á = Aros Das fi42 + Gi+o Br 41 

OBSERVACION. —Para ¿ = N — 1 no es necesario redoft- 
nie A y 0D en dos puntos a) y b). 

3) Se calcula inicialmente la incógnita y,, donde r = 
= Xy por la fórmula y, = F/C, y dospués sucesivamente 


121 


para i=N-—41,N-—2,..., 0 se calculan las restantes 
incógnitas Ym = %i+iYn + Biro MA O41) A == Kr4p> 

Notemos que el algoritmo aquí propuesto pasa a ser el 
algoritmo ordinario de factorización derecha, si se satisfacen 
las condiciones dol lema 1. 

Un cálculo elemental del número de operaciones aritmé- 
ticas para el algoritmo del método de factorización no monó- 
tona muestra, que on ol peor de los casos, cuando para cual- 
quior ¿ los cálculos se realizan por las fórmulas del punto b), 
so exigen Q = 12N' operaciones. Esto es en 1,5 veceg mayor 
yue en el algoritmo de factorización monótona. 

Examinemos un ejemplo de aplicación del método de 
Factorización no monótona. Supongamos que se exige resol- 
vor el siguionte problema de diferencias: 


—Yia FY—Yr1=0 1<:<N—1, 
Yo = 1, Uw = 0. (56) 


El problema (56) cs un caso particular del sistema (46), en 
el cual f, = 4, ba = y =0, Co Cy =41, fy =0, e; = 
=a =b,y=41,f=0,1<tit<N—1. Si N no es múl- 
tiplo de 3, la solución del problema (56) existe y tiene la 
forma (véase al punto 1 dol $ 4 del cap. I) 


(N—ixn 


Y ¿== sen 3 


Ns ¿ 
[sen e 0O<Si< NV. (57) 


Tabla 1 
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Los algoritmos do factorización derecha o izquierda para 
(56) no son correctos, ya que al calcular los coeficientes de 
factorización a, para la factorización derecha y Ey-2 Para 
la factorización izquierda sería necesario dividir por el 
denominador nulo c, — Gz0Aa Ó Cy.a — Dy-zEn-1- El algo- 
ritmo de la factorización no monótona permite obtener la 
solución exacta (57). Citemos para ilustrar (tabla 4) los 
valoros de los coeficientes a,, PB, y adomás 0, y »; para 
V ea 41. 


$ 3. Mélodo de fuetorización 
para ecuaciones pentapuntuales 


lí. Algoritmo de factorización monótona. Más arriba cxa- 
minamos diferentes variantes dol método do factorización 
que se aplican para encontrar la solución de ecuaciones de 
diferencias tripuntualos. Como fue señalado anteriormente, 
estas ecuaciones de diferencias aparecen al aproximar los 
problemas do contorno para ecuaciones diforoncialos ordina- 
rias do segundo orden. 

Para encontrar la solución de los problemas de contorno 
para ecuaciones de orden más alto se puedon utilizar dos mé- 
todos. El primer método consiste en la transición a un sisto- 
ma do ecuacionos diferenciales de primer orden y la construc- 
ción del correspondionte esquema de diforencias. En este 
caso obtendremos un pcoblema de contorno para ecuacionos 
voctoriales bipuntuales. Los métodos de solución de tales 
problemas do diferencias serán examinadas on el $ 4. 

El segundo método consiste en la aproximación dirccta 
dol problema diferencial. En este caso llegamos a ccuaciones 
de diferencias multipuntuales. Con más frecuoncia se en- 
cuontran los sistemas de ecuaciones pentapuntuales del 
siguiente tipo: 


CoYo — €nY, + CoYs — fo, ¿=0, (1) 
—b.Yo + €1Y1 — UrYa + C1Yu = fi» ¿== 41, (2) 
aYica — biYic, + CY — Uli + CY ire = Í1 
2X:1<N—2, (3) 
ayan -3 — Dra 2 + Coins — nao = Íno 
i=N —f, (4) 
AyYny-3 — Unix -1 F Cray =Ín, ¿=N. (5) 


Este tipo de sistemas aparece al aproximar los problemas 
do contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias de 
cuarto orden, y también en la realización de los esquemas 
do diferencias para ecuaciones en derivadas parciales. La 
matriz ,4 del sistema (1)—(5) os una matriz cuadrada penta- 
diagonal de dimensión (N + 1) x (N + 1) y posee no más 
do 5N — 1 elementos no nulos. 

Para resolver el sistema (1)— (5) utilizaremos el método 
de eliminación de Gauss. Teniendo en cuenta la estructura 
del sistema (1)—(5), obtenemos fácilmonte, que el paso 
inverso del método de (Gauss debe roalizarse según las fór- 
mulas 


Yi = Ui+iYirar — BiraYira E Vii 
O<I<N—2, (6) 
Un = AyYy + Yon, 1=N—Í. (7) 


Para la realización de (6) y (7) es preciso prelijar Yy, y 
además determinar los coeficientos «;, PB; y Y:- 

Primeramente hallemos las fórmulas para %;¿ Bi; Y Y: 
Aplicando (6), oxpresemos y;¡., € Y;¡-a por medio de y; e 
Yi+1- Obtendromos 


Yia = AY: — BYisr E Yo I<S<i<N—, (8) 
Yi = (Ai — Pia) Yi — PiliaYirr Y 


+ %iaYa $b Yi (9) 
para 2<X1<N —1. 


Sustituyendo (8) y (9) on (3), obtenemos 
lc, — api + % (410%. — bil y, = 
= ld, + PB; (a, — dbyl Yr+, — Cyi+a + 


+ [f, — AiYi-r — Yi (0% — b,)l, 
2<X1<N — 2. 


Comparando esta expresión con (6), vemos que si se pono 
1 é; 
10, +B, (0/01 —d0l, Bis =<h> (10) 


p) 
Viri= y [Í1— AV 1-1 — Y (a1%,-1—b,)l, 
donde se designa Á, = €, — a¡B;., + %i (4%; — b;), en- 


tonces las ecuaciones del sistema (1) —(5) para 2 < i < N—2 
serán satisfechas. 
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Las relaciones recurrentes (10) conectan A;j+z Pirs 
Y Y¿+1 COM Oj Liz Bis Biar Yi Y Yir- Por eso, si son dados 
%:), Py y y; para ¿ = 1, 2, entonces por las fórmulas (10) 
se pueden hallar sucesivamente los coeficientes a;, P; y y: 
para 3X1i:<N —ÁÍ. 
Hallemos %;, $, y y: para : = 1, 2. Do (1) y de la fórmu- 
la (6) para ¿ = O obtenemos inmediatamente 
%1 = dolco, Br = €olCo, Y1= fo/co. (11) 
A continuación, sustituyendo el valor do (8) para ¿ = 1 en 
(2), obtenemos 
(c, — b,921) Y, = (d, — d1Br) Ya — LY + Íf1 + dry. 
Por consiguiente, (2) será cumplida, si suponemos que 
di —01B, pa es _ fi+db, 
a 61 —bj0, ” Pa = c—b,0% * va= c1—b,%, * (12) 
Así, utilizando (10) —(12), se puede hallar a;,, $; y y: para 
1i<i<N —1. Quedan por detorminar y, YN € Yy, 
que entran on la fórmula (7). 
Para esto utilicemos las ecuacionos (4) y (5). Sustituyendo 
(8) y (9) para ¿ = N — 1 en (4) y comparando la expresión 
obtenida con (7), hallaremos, que Gy y Yy se determinan 
por las fórmulas (10) para ¿ = N — 1. Ilallemos ahora yy. 
Para esto sustituyamos (6) con ¿ = N — 2 y (7) en la ccua- 
ción (5). Obtenemos 
ley — AyBya + Ly [Cyan — dy) yn = 
=fy — AyYn-1 — Ven [ayy , — dy) 
0 
Un = Yn+1 
donde yw+, se determina por la fórmula (10) para ¿ = N. 
Uniendo las fórmulas obtonidas más arriba, escribamos 
el algoritmo de factorización derecha para el sistema (1)-—(5) 
en la siguionto forma: 
1) por las fórmulas 


004 ==, [di + By (010-1—b,)1, ¿=2,3,...,N—1, (13) 
42, 0%=-3-(d—Biby), 

Per az La — Avi — Y (aja, —b,)], ¿i=2,3, ..., N, 
po= E, Ya = 37 (4 + Divo), (14) 
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Brra  e/As, ¿= 1, 2, ...p N—2, B, = 9/60, (15) 
dondo 


A¡ =€¡ — GiBias + QU (a, — di), 2Xi<N, 
A, =C, — b,%,, (16) 


se encuentran los coeficientes de factorización a;, PB; y y;: 
2) las incógnitas y, se encuentran sucesivamento por 
las fórmulas 


Yi = UY ir > BiraYids E Yair 1 N—2, 
N —3, e... ».y O, (17) 
Un = AnYny + Yin YN = Yn+1> 


Al algoritmo construido también, lo llamaremos algoritmo 
de factorización monótona. 

OBSERVACIÓN. No representa trabajo construir el algo- 
ritmo de factorización izquierda y también el algoritmo de 
factorizaciónes opuostas para el sistoma (1)—(5). 

Calculemos el número de operaciones aritméticas para el 
algoritmo (13)—(17). Para la realización do (13)—(17) se 
exige: 8N — 5 operaciones de suma y resta, 8 — 5 opera- 
ciones de multiplicación y 3N operaciones de división. Si 
no hacemos diferencia entre los tiempos de ejecución de las 
operaciones aritméticas en las CE, entonces el número gene- 
ral de operaciones para el algoritmo propuesto es Q = 
= 19N — 10. 

2. Fundamentación del método. El algoritmo de facto- 
rización (13)—(17) construido más arriba se llamará co- 
rrecto, si para cualquier 2 X< ¿ < N es cierta la desigualdad 


A¿= 0 — Ai + U (aji — b1) 0, 
A, = ly — ab, € O. 
15] siguiente lema da una condición suficiente para la 
corrección del algoritmo (13)—(17). 
LEMA 4. Supongamos que los coeficientes del sistema 
(1D)-—(S) satisfacen las condiciones 
al >0, 2<1<N, |b,|>0, 1<1<N, 
Id 1>00<¿<N —t1,le;1>0,0=<5 1 < N—2, 
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y las condiciones 
lco> Id l+ ltd lal>/1bm1+141+ | e, 1, 
Iexnl=>lay 1+ lónl leval>laval!l+ 

+ lóbynal+ ley, l, (18) 
Icacl>zlal+I1dl+I1d41+lel 2=<:<N—2, 


al mismo tiempo al menos una de las desigualdades (18) se 
alcanza estrictamente. Entonces el algoritmo (13) —(17) es 
correcto y además tienen lugar las desigualdades 


larI|+1PB1<t, 1<¿i<N—t1, lay |<. 
En efecto, en virtud de las condiciones del lema, de (13) 
y de (15), obtenemos 


d, 
par 1+ 18] = 4 Lrlel<:1. 


| co! 


Seguidamente, ompleando la desigualdad obtenida 4 -— 
— la, => 118, | hallamos 


[bj l>]|lc.1—|b lla. tl>1b 1 
x(t—]a P)+1d41l+1lerl>/1011B1w+ 
+ |dl1+1le1l>!1|1d—0f6,i1+./|e,1>0. 
De aquí y de (13)—(15) se deduce la estimación 


| d,—P,0, I+? ie] 
[de | +12 1= a =barl <1. 


A continuación realizaremos la demostración por induc- 
ción. Supongamos que se cumplen las desigualdades 


laqal+IlBbial=4t, lajl+ 1P1=<1. (19) 
Mostremos, que entonces serán válidas las desigualdades 
Ar = Cy — Gio, + % (ass, — bi) 40, 
[i++ Bis 1 1- 
En efecto, de (18) y (19) obtenemos 
larl>lal=la lb ll 110 11at— 
— Jajlldl>leaib(d— Iber + 
+ 3b¿1(1—]lar—la lar ile l+ 
+ |d41+1le1l>le11lea1+1b.11B.1— 
— la llar lla i++ 1d 1+l|e1> 
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>la lla 1(l— la b0+1d—dbB + le 1> 
24112 11B81+ 12% —oói1 A le la 
2l|d +; (ai, — bi) | + 
+le|>0 ¿<N—2. (20) 
De aquí y de (13), (15) hallamos 


lama d+] Bra l= |d:+Bi ti tltlsa, 
¡EN —2. 


Así sucesivamente, para ¿= N — 4d tendremos en lugar 
de (20) la estimación 


lAyval>l4wv llora llBrr 1 + 
+ lbrallBralo ld 1>0. 
Además, de aquí obtenemos 
lAyul>llva + Pros (Uy 1% 1-2 — Dim) l, 
y, por consiguiente, 


| Sy | = O dns + Bis (Ay ¡Apra — O 1) 11. 
Queda por mostrar, que Ay +0. So tiene 
láyl>leyI— lan llBrai— 

— |ay |12y., | |ay | — lay |1dy | = 


=léy|—leyl—lóyl+1layl—l|Bra 1) + 

+ lóoyl(1—]layH=|ays lara llan |> 
lex l—layi—=lby 1+ (l— Jay HD ((1—IBra Do 
X lay I+]óy1(1— | ay |. 


En virtud de las suposiciones del lema es fácil obtener, 
que al menos en una de las desigualdades | cy | > | any |] + 
+ (by! lay !1<dt, se alcanza la desigualdad estricta. 
De aquí se deduco que Ay +0. El loma está demostrado. 

OBSERVACION. De las estimaciones | a; | + |f,¿1< 1, 
indícados en el lema 4 se deduce que si durante el cómputo 
de Yy se admite un error, entonces éste no crecerá on el 
cálculo por las fórmulas (17). 


3. Varlaute de factorización no monótona. Citemos ahora el 
algoritmo del mótodo de factorización que se obtiene si se busca la 
solución del sistema (1)45) por el método de Gauss con elección del 
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elemento principal por fila. Este nlgoritimo será correcto siendo única 
la condición de no degeneración de la matriz A del sistema (1)-(5). 
Como el método de construcción del alguritmo es análogo al examinado 
en el punto 4 del $ 2, entonces nos Jimitaremos a citar la lorma defínitiva 
del algoritmo. 

1) Se dan los vuloros inicinles: € = €), D = de, ] == dí, Q = Cp, 
y Gg, == ba, R =0, A = Q3, F= Jj.  =f,, G= fa. H = fz 
y se supone Xy = 0, no = 1. 

2) Sucesivamente parai=0,1,..., N — 2 en dependencia de la 
situación se realizan las operaciones descritas en los puntos a), b) ó e): 

a) si |Cl>1D1l y 1C1>1e¿], entonces 


Wir BR DÍE, Pis EIC, Y =FIC, 
C=Q—BRis D=A 41 — BBs. F=04BY 01, 
B=T—8$0%)1.+1, Q=Ciwa—SBist, D=C—= SY 


5EA=Rérni Teba Bra O lER ya (24) 
R =0, ÁAÁ= 1 H == + 

A+ ies y (22) 
Vi = Y YN Mis 142; 


b)si1D1|>/|C1|y14D1|>1€e¿1, entonces 
ia E CID Pr = — e DO, Yi == —FID, 
C= Q0ai4—B, D= Obra + dia P= O — OYitas 
B= TA —S, Q= Tira + “4 DD = TY4 + 6, 
S = Ai — MR, TS ABia + dias 6 = 11 — Ags (23) 
R=0, A=4 is H=fiw ) 
IA A IÓ 
ec) si Je¿l > C y |e¿1 >10D |, entonces 
Liga = Die Biar = Cleo risa — Fler 
C=Q — disrogss D=B ¿bir F= DA dis Yo 
BxaT—4i QuS —CirBirar D= GC — Ci4+aVitas 
S =A — bi4xti+ T=R — DiroBirao 6C= HH di4aYitrs (25) 
R= —8i754% 01) A= —GlraBieo H=P 44 — Bra Vitor 
Oir 42, Ys = Mir rr Kio j (26) 


OBSERVACIÓN. Parai_» N — 3noes necesario realizar los cálculos 
por las fórmulas (22), (24) o 126) y para 1 = N — 2 no se realizan Jos 
cálculos por Jas fórmulas (21), (23) y (25). 

3) Si [Ci >1DJ], entonces ay = DIC, yy = F/C, Yny+r = 
= (0 + BynNHQ0 — Bay), Oy = ya Y y = Mya: Si |D]l > 
>|C|, entonces ay = cíb, Yy = ID; Yny+1 = (D — Qy y)! 
QU pr 2 B) Uv = Uva Y y = Xp: 

+) Se calculan las incógnitas Yn = Yy +1 Ym — UnyYn + Py, mM => 
= By, R == Za, y después sucesivamente parai= N —2,N —3,... 
e. sy O se determinan las restantes incógnitas ym = Ci+1Yn — Bi4rvrn + 
T Via e = 04, 2 —= Maga == Mio . a 

Examinemus un ejemplo de aplicar el método de factorización 
no monótona. En el punto 3 del $ 3 del cap. t fue resuelto el signiente 


Y—0338 129 


(24) 


problema ae contorno de diferencias: 


Yo — Y1 + ¿Ya = 2, ¿= 0, 

—Yo + Y1 — Ya + Ya =0, t=t, 

Via — Via Hb 2 — Vida YO). 2x1: N —2, (27) 
UN-3 — Yy-3a Tb Una — Un =0, ¿=N —1, 

2Yn-2 — Una "YN = 0, ¿=N. 


Si N es el par y no múltiplo de 3, entonces el sistema (27) tiene 
la solución única 


y =—cos E —son E, US 1=< Y. (28) 


Hesulta sencillo cerciorarse de que el algoritmo de factorización 
monótona para cl sistema (27) no es correcto — al calcular los coefi- 
cientes de faclorización Uo, Pa y Ya será necesario dividir por cero. El 


Tabla 2 


algoritmo do factorización no monótona permite obtonor la sulución 
exacta (28). Mostremos como ilustración de este algoritmo (tabla 2) 
los valores de los coeficientes de factorización Q;¿, PB; y y; y además 
0, %¡ y yy para Y = 10. 

bo la tabla se ve, que las incógnitas y, se determinan en el siguiente 
orden: Vio» Y1s Ygs Yo Un» Var Un Vos Yar Va» Ya es decir en un orden no 
monótono. 


S 4. Método de factorización matricial 


1. Sistema de ecuaciones vectoriales. Más arriba fue se- 
ñalado que uno de los métodos de solución de problemas 
de contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias de 
orden superior es la reducción a un sistema de ecuaciones 
do primer orden con la consecuente aproximación de osle 
sistema por un esquema de diferencias. Como resultado 
obtenemos un sistema vectorial bipuntual de ecuacionos 
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con condiciones de contorno de primer género. En forma 
general este sisbtema se escribe de la siguionte mancra: 


Pri rr => OY, PA Pis, () <= 1 <= N—Í, (1) 
PVoa= Fo OxNVN=Fri i 


donde V; es el vector de las incógnitas de dimensión 17, 
Piri y O son las matrices cundradas 17 X Af para O < £ <É 
< N — 1. Po y Cy son las matrices triangulares de dimen- 
siones M, X AT y M¿Xx AM respectivamente, siendo .“M, -+ 
+ Mo = M. El voctor F¡,, para 0O<Xi¿< N —1 tione 
dimensión Af, y los vectores Fjy y F y, bienen dimensión 
M, y My, respeclivamento. 

Observemos que otro método de solución de Jas ecua- 
ciones diferenciales indicadas es la aproximación directa 
de estas ccuaciones por esquemas de diferencias. lón este 
caso obtenemos un sistema do ecuaciones escalarog multi- 
punluales. Los métodos de solución de ecuaciones escalares 
tripuntuales y pontapuntualos fueron estudiados por noso- 
tros en los $$ 1-3. Si se aproxima un sistema de ocuaciones 
diferenciales ordinacias de orden superior, entonces apurece 
un sistema de ecuaciones vectoriales multipuntuales. Sin 
cmbargo, tanto los sistemas escalares como los sistemas 
vectoriales de ecuaciones multipuntunles pueden ser redu- 
cidos a sistemas del tipo (1). A su vez, a cualquier método 
de solución de (1) corresponderá un cierto método de soln- 
ción del sistema inicíal multipuntual. Jiexplicaremos la 
idea de la transformación indicada mediante ol ejemplo del 
sistema de ecuaciones pentapuntualos, examinado en el $ 3 
(véase (1)-(5)). Si designamos. 


Y, = (Yi+rs Yas Yiar Yi) 2Xi iS NN —l, 
P.,, = (E. O, 0, O), 2 ZEN —2, 
P, al Fo fs), Py => Una FOR 


entonces teniendo en cuenta las relaciones idénticas entro 
Y iy1 y Y ¿, el sistema señalado dol $ 3 se escribe en la forma 


PirYira — QiYr = Pia 2<1=<N—2, (2) 
PY =P OxraYna =Fny. 
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donde 


e¿DOOU di —C; a 
0100 1. 0 0 2Li<N—2 
Pi+s= 0010 á O; 0 1 0 y) t LE iS ) 
0001 0 O —1 0 
0 lo — de Co 
Eg e, —d, 3 — b, ? 
Q ds — Anos Cros — On la 
nn? Cn — Uy Uy 0 


En el caso dado, M, = Mo =2 y M =4. 

A pesar de que las ecuaciones vectoriales multipuntuales 
se pueden reducir a la forma (1) y limitarse a la construcción 
de un método de solución solamente del sistema (1), nosotros 
examinaremos por separado la clase do las ecuaciones vecto- 
riales tripuntuales. Adomás, en el punto 3 reduciremos (1) 
a un sistema de ecuaciones vectoriales tripuntuales y ob- 
tendremos el método de solución del sistema (1) como una 
variante del método de solución de las ecuaciones tripun- 
tuales. 

Antes de describir la forma general de las ecuaciones 
tripuntuales, oxaminemos un ejemplo. Mostraremos como un 
esquema de diferencias para la ecuación elíptica más simplo 
se reduce a un sistema de ecuaciones tripuntuales de un 
lipo especial. 

Supongamos que sobre la red rectangular m = (x;; = 
= (ibi, Rh) EC, OEM, OSISN, Ll, = Mhy la = 
= Nh) con frontera y introducida en el rectángulo G_ = 
= (0<zx.<!l¿ a =1, 2), se exige hallar la solución 
del problema de Dirichlet de diferencias para la ecuación de 
Poisson 


Yx yx + Yxyx3 = “OR (2), Eo, (3) 
y (1) = g (2), z Ey 
donde 


Us => ly(i+1,3)—2y (8, 1) +y(—1, 5), 


Ya "TA IA DY A 01, 
y li, )=y (2,3). 
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Transformemos el esquema (3). Para ello multipliquomos 
(3) por (—h?) y anotemos por puntos la derivada de diferen- 
cias Yzaxj- Cuando i<j]<N-— 1, tendremos: 


para 2XiX<M— 2 
—Y (2, j — 1) -|- l2y ls, j) 2 AY yor (i, j)| O 
—y (i, 4-1) = hip (ie, ); 
para ¿==4 
¿8 4 . 
—y (i, ¡—41)+| 2y (i, j) + (y (¿4 t, )—2y(i, in | 2 


—Y(i,] +1) —hzplt, J); 
paa ¿= M1 


—y (ij 0+| 24 (0, DH (— 4, 24 (1, 7) | 


—y(i, j+1) ES hp (e, PD, 
dondo 


P(1,)=0(1, +37 E00, 7), 


= 3 A 
(M1, )=(M—1, DA 8 (M, j). 
Adomás, para j = 0, NY tenemos 
y (3, 0) =8 (8, 0), y(i, N=g 0, WN, 1<1< M1 


Denotemos ahora mediante Y, el vector de dimensión 
M — 1 cuyas componentes son los valores de la función 


reticular y (i, 7) en los nodos interioros de la red w sobre 
la f-ésima fila: 


Yi=(UY 0.) QDD, ... y (M —1,]). OS EN 
y mediante F, el vector de dimensión MM — 1 
= (e 1D RP AZ I hio (M— 2, 7)» 
ds (MAD) 1<i<N—1, 
P,=(8(1,),2(Q.f, .... g(M-—t pp. j=0,0N, 


Defíinamos también la matriz cuadrada C con dimensión 
(1 — 1) 01 — 1) de la siguiente forma: 


CV = (Av (1), Av (2), ..., Av (141 — 1)), 
V = (o (1), v(2), ..., y (41 — 1)), 
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donde el operador de diferencias Á us 
Av (1) — 21 (1) — hivze, (0), 1<:i<M-—Í, 
D (0) =v(M) =0. 


Es fácil ver, que C es la matriz lridiagonal del Lipo 


2 (14%) — Doa 0 y 0 
—2 2 (142)  —am... 0 0 ( 
(0 —a 2(1 1-0)... Y 0 () 

EI A AA AA sa RN 
0 Ú 0 ...2(14u) — A 0 
0 4) Eras —ua 2(1-— 1x2) —U 
a (0 TS 0 —a 2(tu 


donde € — Azhj, además C es la matriz con predominancia 
diagonal, ya que J1+a]j>]al, a >o0, y por consi- 
sulente, nu es degenerada. 

Utilizando las nolaciones introducidas, las relaciones 
obtenidas más arriba se pueden escríbir en la forma del 
siguiente sistema de ecuaciones vectoriales bripuntualos: 


—Y y HCYy— Y p41 =Fpj 1<i]<N—1 , 
Y =7 Fo, Y» pai F y. (0) 


Este es el sistema tripuntual buscado de tipo especial con 
cooficienles constantes. 

El problema (5) es un caso espocial del siguiente proble- 
ma genera): hallar los vectores Y, (0 << N), que salisfa- 
cen el siguiente sistema: 

CY — BY, = Po, j = 0. 
—Á Y. + CYj—BY 54, tá Fs, 1 < J X< Ny —i, (6) 
—AÁ NY y - + CnY y = Fr, j = N, 


donde Y, y F, son los vectores de dimensión M,, Cy es la 
matriz cuadrada Y, XxX M,. A, y By, son las matrices rec- 
langulares de dimensiones H,Xx Mj_, y M¡¿X Mj¡,, ves- 
pectivamente. 

A los sistemas del Lipo (6) se reducen los esquemas de 
diferencias para las ecuaciones elípticas de segundo orden 
con coeficientes variables cu la región arbitraria de cual- 
quier cantidad «de mediciones. En el caso bidimensional, 
como en el ejemplo analizado más arriba. al vector Y, lo 
forman las incógnitas sobre la f-ésima fila de Ja red o. 
y en el caso de bres dimensiones las incógnitas sobre la 
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j-ésima capa de la rod vw. En el último caso, C; es la matriz 
tridiagonal por bloques con matrices triagonales sobre la 
diagonal principal. 

Para la solución del sistema (6) examinaromos el método 
de factorización matricial, el cual es análogo al método de 
factorización para ecuaciones escalares tripuntuales. 

2. Factorización para ccuaciones vectoriales tripuntuales. 
Construyamos el método de resolución del sistema de ecua- 
ciones vectoriales tripuntuales (6). Tiste sistema es cercano 
a un sistema de ccuaciones tripuntuales escalares, cuyo 
método de solución fue cstudiado por nosotros en el $ 4. 


Por ceso, buscaremos la solución del problema (6) on la 
forma 


Yy = Oy 1 1 HE Br ¡EZ N—1, N—2,...,0, 
(7) 


donde a;+, es, por ahora, una matriz rectangular indetermi- 
nada de dimensiones Mj, X Mj+1, y By+1 es el vector de 
dimensión M),. De la fórmula (7) y de las ecuaciones del 
sistema (6) para 1 X<j < N — 1 se encuentran (como en el 
caso de factorización común) las relaciones recurrentes para 
calcular la matriz a, y los vectores f,. Do (7) y de las ecua- 
ciones (6) para ¿ =0, N, se hallan los valores iniciales 
G%1, PB, y Y y, que permiten comenzar el cálculo según las 
relaciones recurrentes. Escribamos las fórmulas definitivas 
del algoritmo del método propuesto, al cual llamaremos 
método de factorización matricial: 


041 = (Cy — Ay By, 


j=1,2,..., N—!1, a, =C;'Bo, (S) 
Bra = (0, — Ajay) (Fy + AjB), 

j=1,2,.... N, bh, =C,*Po, (9) 
Yy = AV jr + Par» 

j=N—1,N-2,....0 Yy =Bwr+: (10) 


Diremos que el algoritmo (8)-(10) es correcto, si las 
matrices C, y C;¡ — Aj, pata 1 <j<N no son degené- 
tadas. Antes de dar la definición de estabilidad del algorit- 
mo (8)-(10) recordemos algunos aspectos del álgebra lincal. 

Sea A una mxn matriz rectangular arbitraria. Sea 
Il z |, la norma del vector x en el espacio r-dimensional /T,. 
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IEntonces la norma de A se define por la igualdad 


A HAZ im 
a TN 


Es ovidente, que la norma A se define por la matriz A 
y por las normas vectoriales, que han sido introducidas en /7,, 


y Him. Para el caso de Jas normas euclidianas en H,, y 
Nn 


Am(Wizlll = 2 xi) tenemos || 4 || = Vo, donde p es 


a | 
el valor propio de módulo máximo de la matriz A*A. 

De la dofinición de la norma se deduce la rolación evi- 
dento | Az llm < 11 A H lx ln. 

Así sucesivamente, sean dadas las matrices A y B de 
dimensiones m X n y n X k respectivamente. Introduciendo 
normas vectoriales en H,,, H, y HH, y definiendo con su 
ayuda las normas de las matrices A, B y AB, obtenemos la 
desigualdad 11AB || <A 1111 AB 1. 

Diremos que el algoritmo es estable, si se cumple la 
estimación ||; !1| < 1 para 1 <j<N, (se supone, que en 
los espacios de dimensión finita Y ,, ¡, A los cuales pertenecen 
los vectores Y',, se han introducido norma de un mismo tipo, 
por ejemplo euclidiana). 

LEMA 5. Si Cy, para 0 X j< N son las matrices no dege- 
neradas, y Ay, y B,son las matrices no nulas para 1<j< N — 
— 4 y se cumplen las condiciones 


[CB St, NCFAN I=1, 
INCA M+1103B,1<1. 1</<N—1, 


y si además al menos en una de las desigualdades tiene lugar 
la desigualdad estricta, entonces el algoritmo del método de 
factorización matricial (8)-(10) es estable y correcto. 

Citemos solamente la etapa fundamental, dojando al 
lector la culminación de la demostración del lema. La 
demostración utiliza una afirmación conocida: si para la 
matriz cuadrada S ocurre la estimación |S|<qg<i, 
entonces existe la matriz inversa a £E-— S, con todo 
INE — SIA |< 1/4 — 9). 

Supongamos ahora que ||x;,!|| < 41. De aquí y de las 
condiciones del loma tendremos 


1|CPA yal 11 03"A, 1 =1—[1C3"B,11<4. 


Puesto que C;j?A ya, es la matriz cuadrada, entonces, por 
lo tanto, existen las matrices inversas a la E — Cj7'Aj'a), 
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y a la C¿j— Aj; y además  ||(X — C;'4jyapyll< 
< 1/11 C3'B), ll. De aquí y de (8) obtenomas inmediata- 
mento 


[jr 1 (E —CF'Aya y"? CFB, ll < 
<IM(£—CF Ajay MCG B <= 1. 


La demostración se culmina por inducción. 

Apliquemos el lema 5 al sistema de ecuaciones vectoria- 
les tripuntuales (5), obtenidas del problema de Dirichlet 
de diferencias para la ecuación de Poisson en un rectángulo. 
El sistema (5) es un caso particular de (6), donde C, =C, 
B)=Aj¡=E,1<]<N—1,Co=CyN=E,B.=4Ayv 
= 0, y la matriz cuadrada € está dada on (4). Las condicio- 
nes del lema 5 para el ejemplo examinado toman la forma 
INC" $1<0,5. Para el caso de la norma euclidiana, en 
virtud de la simotría de C' tenemos 

An E En 1 
[1[C72J]= máx | An (072) TA (OT * 
donde A, (C) es el valor propio de Ja matriz C. De la defíi- 
nición de € obtenemos que 2, (C) es el valor propio del 
operador A definido más arriba, 


Av (t) — Anv (1) =(2— An) v (1) —hivz,, (1) =0, 
v(0) =v(1M =0, 1<i<M-—-Í. 


Este problema se reduce mediante cl cambio Aa = 2 + hina 
al problema en valores propios examinado en el punto 4 del 
$ 5 dol cap. Y, para el operador de diferencias más simplo: 
Uz yx E pr = 0, i1<i<M-—i, v (0) = yv (M) = 0. Co- 
mo esto problema tiene solución igual a' 


A 
tn =p sen? e >0, k=1, 2, ...y M-—Ai, 


entonces A, = A, (C) = 2 + his > 2. Por lo tanto, la 
condición || C-* || X< 0,5 es cumplida. El algoritmo (8)-(10) 
es correcto y estable al ser aplicado a la solución del siste- 
ma (5). 


Examinemos ahora el problema sobre el volimen de información 
intermedia arccordar y sobre la estimación del número de operaciones 
aritméticas para el algoritmo (8)-(10), considerando para simplificar, 
que en ce) sistema (6) todas las matrices son cuadradas y tienen tamaño 
M X My todos los vectoros Yy y F, tienen dimensión M. En este caso 
los coeficientes de factorización «, serán las matrices cuadradas de 
tamaño M X M y los vectores fy tendrán dimensión M. 
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Para la realización de (8)410) hay que conservar todas las malricos 
aj para 1 <i < N, todos los vectores By para 1<¡ < N +1 y la 
matriz (Cy — Ayay)*, que se utiliza para calcular Ba, Los vecto- 
res $, pueden ser distribuidos cn el Ingar asignado para los vectores de 
las incógnitas Y;.,. Para conservar todas las matricos a, y la matriz 
(Cy — Ay%yn) "es necesario recordar 412 (N + 1) clomentos de ostas 
matrices, ya que en el caso general las matrices xy son completas y no 
simétricas. En este caso el volumen de información complementaria 
recordada es M veces superior al número de incógnitas en el prohlema, 
el cual es ¡gual a M(N + 1). 

Estimemos ahora el númoro de operacionos aritméticas para el 
algoritmo (8)410), teniendo en cuenta que para la resolución de la 
serio de problemas (6) con diferentes miembros derechos Fy, las matri- 
cea do factorización «y y la matriz (Cy — A yop)! pueden ser cal- 
emdadas solamente una vez, mientras que los vectores 8, y Y, se vuel- 
ven a calcular para cada nuevo problema. 

En el caso general las matrices (y — A a son completas para 
cada j. Por eso para su inversión se exigen O (M3) operacionos aritmé- 
ticas. A continuación, el producto de (Cy — Ajay)? por la matriz Bj 
exige no más de O (M*) operaciones aritméticas. Por eso para c] cálculo 
de 9,4, para %, dado, por medio de la fórmula (8), se necesitan O (M%— 
operaciones aritméticas. Para calcular todas las «y y la matriz 
(Cu — AyAy)? so oxigen O (MIN) operaciones. 

Si la matriz A, es completa, entonces en e] cálculo de 8,4, siendo 
prefijado 8, y calciilado (C,— Ay2p71 se exigen 2M? operaciones de 
multiplicación y 24M? — M operaciones de s:ima. Si Ay es la matriz 
diaronal entonces este número se reduce, exigiéndose M? -+- M mul- 
tiplicaciones y 24M? — M sumas. Por consiguiente, en el cálculo de 
8, para 2<j < N + 1 se exige en el caso general 2112N multiplica- 
ciones y (2M2 — M) N sumas. Añadiendo aquí las operaciones gastadas 
en el cálculo de 8, con Ci dado (M* multiplicaciones y M? — M 
sumas), obtenemos definitivamente MM? (2N + 1) multiplicaciones y 
M? (QN + 1) — MIN + 1) sumas. 

Para encontrar todos los Yy para 0 << N — 1 siendo Y y 
dado, se exigen M?N multiplicaciones y MÍN sumas. De esta forma, 
para el cálculo de By y Y, se requicron M? (3N 4 1) operaciones de 
multiplicación y M? (3N'"T 41 — M(N + 1) operaciones de sumas. 
Si no hacemos diferencia entre estas operaciones, entonces esto cons- 
tiluye O = GM?N_ aperaciones. Precisamente es necesarin gastar tal 
cantidad de operaciones aritméticas para hallar la solución de cada 
nuevo prablema de la serie. Para resolver un solo problama del tipo 
(6), cuando es preciso calcular las matrices de factarización %z,, se 
exigen Q = O(M9N + M?N) operaciones. 

Supongamos que la serie consiste de n problemas dol tipo (6). 
Entonces se requiere gastar Q, = O (MIN) + En MÍN operaciones. 
En este caso el número total de incógnitas en la serie es ¡igual a 
nM (N 4- 4%, De aquí se deduce, que para encontrar una incógnita se 


2 
necesitan q = 0 ( = + 6M operaciones aritméticas. De esta forma, 


al nurmentar n. el número relativo de operaciones para una incógnita 
disminuye, sin embargo siempre rs mayor que 17. En esto se anciorra 
la diforencia esencial entre el método de factorización matricial y cl 
método de factarización escalar, donde cl námero relativo de opera- 


ciones para una incógnita es un número finito que no depende del 
aúmero de incógnitas. 
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3, Factorización para ccuaciones vectuiales bipuntuales. 
Examinemos ahora cl método de solución de las ecuaciones 
vectorinles bipuntuales 

PirV ira — OV, =Fir USXiZ<YN—1, 111) 
PVO. == Po, ONV y =Fri y 


donde Y, es el vector de dimensión M, P,+, y Q, son las 
mátricos cuadradas MX Mpara0d0<i<VN—i, Py, y On 
son las malrícos rectangulares do dimensiones M, X Al 
y Mo XxX M respectivamente, siendo M, + M, = 23M. Ul 
voctor F,,, para () <iEN — 1 tieno dimensión M, FEF, 
y Fry, tienen dimensión M, y MV, respoctivamente. 
Primeramonto reduciremos el sistoma (11) a la forma (6). 


Para esto, reprosentemos las matrices que entran en (11), 
de la siguiente forma: 


Py= | PF1=PM Oy —11—Q% | ON 


Dl E 0 —q) 49 
A a A (a 


donde Pé y Q6é para O<i¿<N son las mabrices de di- 


mensionos YM, X M, k, l =1, 2. En corrospondencia con 
la representación (12) pongamos 


n) fia 
V;, = 04) > OSi<NV, Fio= 2 s 


irl 


OZIEN—A, (13) 
Fo= fo, Frnm=2Ín+1 
donde ef y $4 son los vectores de dimensión Mf,, k —=1, 2. 


Empleando (12) y (13), escribamos el sistema (11) on la 
siguionte forma: 


Pr Pipi — fi 
== O e + Qe + Pati 


— PRO e ia 


VDELEN—A, 14 
io + Obtod + Po — is dd 
t+iPier d+11 


— OH o + ON od = fi 4 1. 
Jntrodnzcamos ahora nuevos vectores de las incógnilas, 
poniendo 


” 

1 _ pá 7 
Y, == Uo, Y vi > EN, y — o: , O<I<N—A, 
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y las matricos, 


Co 2 00 Bo=1P5F | 044 l, Cu+s a Q%, Án 44 = [1 02? | QP 


alBel 2-5). 4 orar. 
1<I<NV-—1, 


pi ] 011 
O | <i<N-—-2, 


0912 
Cosa PE 


i+1 


MA 


donde 0*! es Ja matriz nula de dimensiones M, X M,.k, l = 
“A, 
En estas notaciones el sistema (14) tendrá la forma 
CoYo — BoY, =Fo, ¿=0, 
—A Y ia + CY i— BY ir AF; 1<1<N, (15) 
—Á ny + Cn ras = Fry ¿=NV+4. 
Así, el sistema do ecuaciones vectoriales bipuntuales (11) 
ha sido reducido a un sistema de ecuacionos vectoriales 
tripuntuales del tipo (15), para el cual ol método de facto- 
rización matricial fue construidu en el punto 2. Para (15) 
el algoritmo de factorización matricial tiene la siguiente 
forma: 
Riri = (€, — Ajay AB, 
= 4, 2, a N, Ay = C Po, (16) 
Brrr = (C; — Aja) (F, + AB), 
=1,2,...N +1, P =C,'F, (17) 
Y, =01 +1 Y ir + Pira 
¿= N, N — 1, .. ., O, Y + — Brut» (18) 
pero las matrices a, y yy, tienon tamaño MM, Xx M y 
M X M, respectivamente, y «, para 2 <X ¿<N son las 
matrices cuadradas de tamaño MX M. Los vectores Bi, 
para 2X1¿X<XN +1 tienen dimensión M y Bi y Pur+o 
tienen dimensión M, y Ms. 


Fransformemos las fórmulas (16)-(18). Teniendo en 
cuenta la estructura de las matrices B2¿, encontramos, que 
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las matrices a; tienen la formá 


22 
12 UN+1 
ay= la” 041, ay = ma E 
N+1 
22 
a” jul 


Sustiltuyendo (19) on (16) y teniendo en cuenta la definición 
de las matrices Ay, 13; y Cy, obtenemos las fórmulas para 


calcular aj? y 03 
O 1 —Qp 949 1 PA 111 Pia ] 
[ella] [7]. <<». 
(20) 


2 == | pe 
donde al?t=(P)1PP?. Seguidamente, representando el 


Alas 
a ¿+1 
vector f, en la forma 


P, =Bi, Porra = Briz, p.=(5). 2<i<N+1 (21) 


y sustituyendo esta expresión en (17), obtendremos 
Pr. A 0er pi p+0 2, 
ll a NR O 


Bro = 110% — OR ana 11 (Liga HOR Bi)» (23) 
donde B!=|| Py JE f. 


Sustituyamos ahora (19) y (21) en (18) y utilicemos las 
notaciones introducidas para Y,. Como resultado obtendre- 
mos las siguientes fórmulas para el cálculo do las componen- 
tos del vector de las incógnitas: 


2 22 3 2 ¡ 
0-1 =0%4 10 Fiyi, ¿=N, N—iA, ..., 1, 


py = B+2, 

ol =0+10 FBisrs ¿=N, N—f, ..., 0. 
Así, el algoritmo del método de factorización matricial para 
el sistoma de ecuaciones vectoriales bipuntuales (11) se 
describe por las fórmulas (20), (22)-(24). 

Ya que estas fórmulas son consecuencia del algoritmo 
de factorización para la resolución del sistema as), al 
cual nosotros redujimos cl sistema inicial de ecuaciones 
vectoriales bipuntuales (11), entonces las condiciones sufi- 


1), 1Si<N. (22) 


(24) 
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cientes de corrección y estabilidad del. algoritmo obtenido 
están formuladas en ol loma 5, donde es necesario cambiar N 
por N +41, y Jas matrices C,, A, y B, son definidas más 
arriba. 

Utilizando cl algoritmo de factorizaciones opuestas para 
el sistema (15), se puede construir el algoritmo correspon- 
diente para el sistema inicial de ccuaciones vectoriales 
bipuntuales (11). 

4. Factorización ortogonal para ecuaciones vectoriales 
bipulunles. Examinemos otro método de resolución del sis- 
terna de ecuaciones bipuntuales (11), corocido hajo el 
nombre de método de factorización ortogonal. Este mótlodo 
contiene la inversión de las matrices P; para 1<i<N 
y la ortogonalización de las matricos rectangulares 2 ausilia- 
POS. 

Buscaremos la solución del sistema (11) en la siguiente 
forrna: 


Vi=BB:.+ Y, 0<Ii<N. (205) 


donde /4¿, para cualquier ¿. es Ja matriz rectangular de 
tamaño AX M, y P, y Y, son los vectores de dimensión 
Mo y MN, respectivamente. 

Dofiniendo Bn y Y, de la condición PB. = 01, PY. = 
= F,, donde 0% es la matriz nula de tamaño M, x M.,, 
obtendremos que V, satisface la condición PV, =P. 
liallemos ahora las fórmulas recurrenftos para Ja sucesiva 
:onstrucción de las matrices 4; y los vectores Y;¿, partiendo 
de By y Y, 

Sustituyamos (25) en (14). Si 2,,, son las ¡natricos 
no degeneradas. entonces tendremos 


Bra + Via — PAQB Bl = Pri (Fita + 0,Y,) 
OZISN—A, 


Q. 


Biabria + Viga — Arras = Xion 
OLIZN—A, (26) 


donde Avi PRO BA XX 4 = PP 41 (Fis + QíY;). La 
matriz A¿+) tiene tamaño A7 X M,, y el voctor X,.,, tiene 
dimensión M7. 


Definamos B;,, y Y, de la siguiento forma: 
Agra = Birras ias = Xi — Bis (27) 
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donde +, y T:+1 son la matriz cuadrada M4, X Ma y ol 
vector de dimensión Ma, no determinados por ahora. Susli- 
tuyendo (27) en (26), oblendremos la relación B¿4, X 
X (Birr — Riva Bid = BirriPirar) la cual se transforma en 
identidad si ponemos 


Lib = Bisr— Pirro US ¿SW V— 1. (23) 


Por tanto, si se dlan matrices no degeneradas $, para 4d < 
<XiS< Ñ y vectoros q, para esos mismos ¿, enlonces por 
las fórmulas (27) se pueden hallar todas las matrices nece- 
sarias 23; y Jos vectores Y, para 1<1i<NÑ, partiendo 
de Bo y Y: 

Quedan por definir los vectores fB¿. De (25) para i = N 
y dlel sistema (14) obtenemos dos relaciones V y = BrBn + 
=- Y py, OwnVy = Fr+1 con las incógnitas By y Y y. Do 
aquí para fp hallamos la ecuación O yBrBby = Fy+y — 
— O yY con la matriz cuadrada Q yA y do tamaño Mo X Ma, 
Jssta relación se puede escribir en Ja forma (28) 


Oi+iBn = Berri — Entro (29) 


donde By+r =Fy+i Enri = On Yn, Liusr = On Bn 

Si la matriz $2,+, no es degonerada, entoncos según 
las fórmulas (28) y (29) sucesivamente, comenzando por 
Br+1, hallamos todos los f, pare U<Z ¿< N. La solución 
del sistema (11) puedo ser entonces hallada por Jas fórmu- 
las (25). 

Como se tiene arbitrariedad en la elección de las mautri- 
ces $, y de los vectores q¿, ontonces las fórmulas citadas más 
arriba describen más bien el principio para construir un 
mótodo de resolución del sistoma (11), que un algoritmo 
concreto. La elección de £2, y q, determinados genera un 
cierto método para el sistoma (11). Tales métodos los llama- 
remos de factorización, en cuyo paso directo se calculan f3; 
y Y,, y cn el inverso B, y la solución Y. 

Detengámonos ahora en un procedimiento para olegir $2, 
y ;. Ya que Jas fórmulas (27) y (28) presuponen la inversión 
de la matriz (,,,, entonces clla debe ser suficientemente 
fácil de invertir. 

En ol método examinado de factorización ortogonal la 
matriz (2,1, y el vector q, $e generan por las oxigencias: 
1) la matriz B,,, se construyo mediante la ortonornializa- 
ción de las columnas de la matriz A;+,: 2) el vector Y 4, 
debe ser ortogonal a las columnas de la matriz 4. 
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Consocuoncia de estas exigencias son las igualdados 
Bibi 2 6%, Br Y ig =0, (29') 


donde 571 es la matriz transpuesta a B¿y,, y £** es la 
matriz unidad de tamaño M, X Ma. 

Halleros primeramente la exprosión para Qí+1- De (27) 

y (29) obtenemos 0= BY ia = Bi a — Bi By 
Xx Pis = Brisa — Qirr- Do esta forma, está determi- 
nado el vector Qiya Pira > BirrA ir 

Costruyamos ahora las matrices $%;+1 y Bi41- Existen 
varios imétodos para ortonormalizar las columnas de la 
matriz 4;+,. Nosotros examinaremos el método de Gram— 
Shmidt. 

Supongamos que la matriz Ay, posoe rango My. Designe- 
mos mediante a, y bx las k-ésimas columnas de las matrices 
A1+1 y B¿+1 rospectivamente, y por (,) el producto escalar 
de vectores. ln calidad de b, tomemos la columna a, nor- 
malizada 


b, =43/0w41, 01 =YV (a,, as). (30) 


Asi sucesivamente coo la columna b, en la forma 


(a NS 3 OnñrUn Js 2<k<Ma, (31) 
nj 

donde los coeficienles w,, se encuentran de la condición 

do apra del vector bh a log vectores 0, Uy, ... 
» Br. y Oxa de la a do normalización de 06: 


bs Eh), n=1, 2, 


Wan "=> Va (Ax, 4) — 2 Dñr- (32) 


JSit virtud de la suposición hecha sobro el rango de la mabriz 
A:+1 las columnas ad, para 1 < k < Ma, son linealmonte 
independientes y el proceso de ortonormalización transcurre 
sin singularidades. 

De (30)-(32) so doduce que las matrices A¡+1 y Bi41 
están conectadas por la relación A+, = B:;418%;¡+1, donde 
($2;¡+1 es la matriz triangular superior cuadrada de tamaño 
M), X M2 con elementos (0,, para 1<n<XMya n=< 
< k < M, definidos on (30) y (32), y 07a =0 para £k < n. 

De esta forma, las fórmulas (30)-(32) determinan las 
matrices B;4+, y L¿41- El cálculo no complicado muestra que 
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e 


la construcción de las matrices B¿4, y (2,4, se puedo realizar 
gastando: MM + 0,5 (47 — M,) oporaciones do multipli- 
cación, MM — My operaciones de suma y resta, M1, 
operaciones-de división y M, extracciones de raíz cuadrada. 
Todu el proceso de ortonormalización indicado hay que 
realizarlo /V veces en el paso directo «del método de factoriza- 
ción. Esto exige O (MV 2M1;) operaciones aritméticas y NM, 
operaciones de cxtracción de raíz cuadrada. 
Nos queda indicar como se encuentran la matriz B, 
y el vector Y,. Supondromos que las matrices P;¿+, y Q; 
para ÓO<X<i¿<N — 1 no son degeneradas. Además, supon- 
gamos que la matriz 2P1* no os degenerada, y que la matriz 
Q y tiene rango M2. 
| (PaH7* Pg 
Construyamos By y Y,o. Scan Ap | Sel E A 


> 
o 23 


Xo= (29. %o) la matriz triangular de tamaño 47 Xx M, 


y el vector de dimensión M4. Puesto que la dimensión de 
la matriz cuadrada unidad 1% es 17, X M,, entonces el 
rango de Ap, es igual a Mo. La matriz 2, se construyo 
partiendo de A,¿, con ayuda do ortonormalización (30)-(32), 
y Y, se elige por la fórmula Yo = Xo — Boo de la condición 
de ortogonalidad a las columnas de la matriz Bo, lo cual 
da Go =DB;5Xp0. Ya que : 
1119> 13 
Bo= ARG", Pots = 11.31 — Pp | ESA | = pp 001), 

entonces P¿B, =0%, de lo que P ¿Yo = PXo — PAB o = 
Poo == Fo 

De esta forma, los Bj, y Y, construidos satisfacen Jas rela- 
ciones exigidas: PB, =0% y PY. =F., 

Observomos que on virtud de la no degoneración do 
P:+1 y QC, el rango de la matriz A;+,, Coincide con cl rango 
de B;. Además, debido a la no degeneración de Q, el rango 
de B, coincide con el rango de Aj y es igual a My. Por lo 
tanto el proceso de ortonormalización (30)432) transcurre 
sin complicaciones. Luego, ya que los rangos de las matrices 
Own y By son iguales a Ma, entonces la matriz cuadrada 
Qy+i: =QnB y será no degenerada, lo que permite hallar 
el vector f y. 

“De esta manera, el algoritmo del método de factorización 
ortogonal tiene la siguiente forma: 

1) B;¡2; =Áj¿, ¿ =0, de 2, . . +1 N, 


?iiy=1 p12 
Ai=PiQiaBia, 1<Ii<N, a 


| (33) 
10—0336 1445 


Las matrices By, y Q; para 0<1i< WN se calculan por las 
fórmulas (30)(32) y se guardan en la memoria. So pono 


SL y+1 = UOnB y > 
2) Y, =X; — Bo: D; =BiX¡, A AA 


X; = Pp! (F,+ QiaY ii) i<i<N, 
Xo = (PDF), (34) 


Se calculan y se guardan en la memoria los voctores Y, 
para O<I<N y q; para 1 <i¿</ÑN. Se pone Qy+1 = 
= OQ yY y. 

3) liBr=Birr — Qisso i=N, N—4A,.., 6, Br, = 
Prspy Vi=BP + Y O0<:¿<N. (35) 

OBSERVAGIÓN. Ya quo las matrices $, para 1<i<N 
son las matrices triangulares superiores de lamaño Mo. X Moa, 
entonces para encontrar f,¿ por B;+; y ¿+1 dados, se exigen 
O (Mi) operacionos. 

Para ilustrar el algoritmo propuesto examinemos un 
ojemplo. Supongamos que se cxige resolver cl siguiente 
problema cn diferencias tripuntbual: 

—YNa + Yi — Yi 0, 1<i<NVN—1, 
Ya = 1, YyN = O. 
Este problema fue ya examinado por nosotros anlerior- 
mente en el punto 4 del $ 2, donde por el método de facto- 
rización no monótona tripuntual fue hallada su solución 
para YN no múltiplo da 3, y precisamente, 


(N—1) y 
Le 
y; —= ————F O0<I<N. 


son == 
3 


Rreduzcamos el sistema (36) a un sistema de ecuaciones 
vectorialos hipuntuales del tipo (11), poniendo 


v,=( de ). OSISN—A1. 


Yi+1 


No es complojo ver, que (36) .es equivalente al siguiento 
sistema: 


Vir, —QV;¡=0, OSi<N —2, 
PYo=1, QOn-aVUn-1 =:0, (37) 
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(36) 


donde Po=1|1/10 |! Qy-s= 110]1 |), o=|| 7 | . El sistema 


(37) es un cáso particular de (11) con M, = 3M,=-1 y M <= 2. 

Para resolver (37) utilicemos el algoritmo de factoriza- 
ción ortogonal (33)-(35). Para el ejemplo examinado Jas 
matrices B, tienen dimensión 2 X 4, 0, (liene dimensión 
1 Xx 1, los veclores Y, tendrán dimensión 2, y los vectores 
B, y q, tienon dimensión á. 

En la tabla 3 se dan las mutrices B; y G¿ y tambión 
los vectores Y¿, q: y Bf; para Y = 114. El método aplicado 
de factorización ortogonal peormile oblener Ja solución 
exacta ys del problema (36). 

5. Factorización para ccuaciones tripuntuales con eoe- 
ficientes constantes. Volvamos de nuevo al método de facto- 
rización matricial para ecuaciones tripuntuales y examino- 
mos un caso particular de tales ecuaciones, precisamente: 

—Y pi + CYy— Y 4, =Fjpj 1<j]¡<N —1, (38) 


donde € es la matriz cuadrada de tamaño M Xx M, mientras 
Y, y F;¡ son el vector buscado y el vector dado, ambos de 
dimensión M4. 

En el punto 1 jue mostrado, que a nn sistema de ccuacio- 
nes tripuntuales del tipo (38) se reduco el problema do 
diferencias de Dirichlet para la ecuación de Poisson sobre 
vna red rectangular, dada en un rectángulo, donde además 
la malriz C será simétrica y tridiagonal. A continuación, 
en el punto 2 del $ 4 fue mostrado que el método de facLori- 
zación matricial, el cual posee para (38) la forma 


Aj = (EC —ap, j=1,2...N—1, a, =0, (39) 
Pr = GA (FP + BD j=1,2,....N—1, ff, =P, 
(40) 

Y, = 09 HY 73,1, + Bra, ] E A A 
Yy = Fx, (41) 


cs correcto y estable. Allí fue mostrado que Jos valores 
propios «de la matriz C son mayores que 2: 

A knh 
Ay =41 (0) =24 4 77 800 = — 2 >2. (42) 


Recordemos, que en el caso de las ecuaciones vectoriales 
tripuntuales gencralos para el algoritmo de factorización 
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matricial se exigon O (1M/*N) operaciones aritméticas para 
calcular las matrices a, y O (MN) opereciones para el 
cálculo de los vectores de factorización PB, y de la solución 
Y, Para conservar las matrices complotas a,, en general 
no simétricas, es necosario guardar en la memoria 31? (N + 1) 
elementos de estas matrices, ¿Disminuyon o no estas canti- 
dades, si con el método de faclorización matricial se resuelve 
un sistema vectorial tripuntual (38) especial con coeficienLes 
constantos? 

Para el ejemplo examinado todas las matrices a, Serán 
simétricas on virtud de la simetría de la matriz C, pero 
aunque C es la matriz tridiagonal, todas las matrices a), 
j=2, serán complotas. Por consiguiente, leniendo en 
cuenta la simetría de las matrices a;, se puede disminuic 
solamente el volumen de información intermedia recordada, 
pero no cn más do dos veces. El orden en M4 y N del número 
de operaciones aritméticas no cambia. 

Construyamos ahora una modificación del algoritmo 
(39)-(41), la cual no exige memoria complementaria para 
conservar la información intermedia y se realiza con un 
gasto de O (47N'2) operaciones aritmébicas, sí se resuelve el 
problema (38) con una matriz tridiagonal C. 

Primeramente hallemos la forma explícita de las matri- 
ces de factorización «a, para cualquier j. Para eso, apli- 
cando (39), cxpresemos a, medianto la matriz C. 

Observando, que 


a1=0,0%=C"”, e, = (0? EC, (43) 


buscaremos la solución de la ecuación no lineal de diferen- 
cias (39) on la forma 


ay P == A(C)P ja (O), ¡>2, 


donde P,(C) es el polinomio de C de grado f. Escribamos 
de nuevo a (39) cn la forma 
)J+1 (C — O 5) = E, => 2, 


y sustiltuyamos aquí (44). Así obtendromos la relación 
recurrente P, (C) = CP, (0) —Pja (CY), >2, o después 
del desplazamiento de) Índice en una unidad y toniondo en 
cuenta (43) 
Pj+r AC) = CP (0) —Pj (O), ¡>1, 
Pq(C)= HE, P,(C)=C. 


De esta manera, las fórmulas (45) definen completamente el 
polinomio P;,(C) para cualquier ¿ >0. 

llallemos la solución de (45). Il polinomio algebraico 
correspondiento satisfaco las relaciones 


Pri (0) =8P (0) — PL (0, j>í, 
PqJlit=41, P,(0)=t, 
las cuales representan el problema do Cauchy para una ccua- 


ción de diferencias lripuntual con coclicientes constantes. 
lsn el punto 2 del $ 4, del cap. 1 fue hallada la solución 


«de osto problema P)(t) = U) (+) ,»,3>0, donde U, (x) es 
el polinomio de Chebishev de segundo género y de grado j 
sen ((7 -/- 1) arccos 2) 


Us (x)= Sen ATCCOS z » la <1, 
EN FDA 4 
gh Arch « y |ul=1. 


De este modo, ostá hallada la expresión explícita para las 
matricos de factorización «y: 


a j= Si ($) O ¡2 ($) » j=2  0a1=0. (46) 


Esto nos libra de la necesidad de realizar los cálculos de 
las matrices do factorización a, según la fórmula (39), para 
lo que se exige el volumen fundamental de trabajo coropu- 
tacional en el algoritmo (39)-(41). Además no hay necesidad 
de recordar las matrices «aj. 

Examinemos ahora Jas fórmulas (40) y (41). ElHas contie- 
nen el producto do la matriz a;+, por los vectores F, +- $, 
y Yy+,. Mostremos ahora como se puede doterminar el 
producto de la malriz a, por un vector, sin calentar a, por 
la fórmula (46). Para eso neccsitaremos el lema 6, el cual 
citaremos siu demostración. 

LEMA 6 Supongamos que el polinomio f,, (1) de grado n 
posee ratees simples. El cociente entre el polinomio Em (2) 
de grado m y el polinomio f,, (2) de grado n > m sin raices 
cumunes puede ser representado en forma de la suma de n 
fracciones elementales 

2 
Em (1) on > al —_ Im (z0 


= di — : 
fn (x) a e—T * ¡ Ph (rp? 


donde x, son las raices de fn (2), y fa (a) es la derivada del 
polinomio f, (x). 
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Utilizando el lema 6, hallaremos el desarrollo en frac- 
ciones simples del cociente «q (1) = qee , j=2. Como 
las raíces de U),., (x) son Í 


rj=cs“E, k=4, 2, ..., j—!, 


Ñ d ¿(— 4 yA71 
Uja (2,,) E ( = 1) ,, “dx [0 ,_, (2,,)) == AA 7 
son 1 ES 


entonces en virtud dol lema 6 lendremos el siguiente 
desarrollo para q (x): 


E on kr y =1 
3 (Y A na 
e (1) = Dai 2 — (=—cos +) y (47) 


De (46) y (47) se deduce una ropresentación más para las 
mabrices a, la cual nosotros utilizaremos 


| 
aj = Y an (C—200s% E)”, 
h=1 
2 sont EL 
An == ———_——— , 2. (48) 


1 


Usando (48) se puede realizar el producto de la ma- 
triz a, por el vector Y según el siguionte algoritmo: para 
k==1, 2, ..., J—1 se resuelven las ecuaciones 


(C—2c0s $ 4) Y, = anjY, (49) 


donde a, está definido on (48) cl resultado a,Y se obtie- 
no por sumación succsiva de los vectores V, 


3-1 
u ¡Y = 2, Va. (50) 


Notemos, quo en virtud de (42) la matriz € — 2 cos Li y 


es no degenerada y, adomás, tridiagonal, si así lo era la 
matriz C. En este caso cada una de Jas ccuaciones (49) 
se resuelvo en O (MP) operaciones aritméticas por ol método 
de faclorización Llripuntual, descrito en cl $ 1. Por consi- 
guiente, en la resolución de todos los problemas (49) y además 
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en el cálculo de la suma (50) se exigen O (M7) operaciones. 
Puesto que en (40) y (41) ol producto de la matriz «a, por 
vectores se efectúa para j¡=2,3,..., N, entonces cl 
método modificado de factorización matricial (40), (41), 
y (49), (50) exige O (MN?) operaciones aritméticas. 

De osta forma, hemos construido el método modificado 
de factorización matricial, que permite hallar la solución 
del problema de Dirichlet do diferencias para la ecuación 
de Poisson en un rectángulo con un gasto de O (MN?) opera- 
ciones aritméticas. La disminución del número de operacio- 
nes en comparación con el algoritmo inicial (39)-(41) se 
logra por cuenta del carácter específico del problema a ro- 
golver. 

En los dos capítulos siguientes nosotros cxaminarcmos 
otros métodos directos de resolución del problema indicado 
y de otros problemas de diforencias semejantes, los cuales 
exigirán un número menor aún de operaciones que el método 
aquí construido. 


Capítulo 
11] 


Método 
de reducción 
completa 


En este capítulo se estudia un método de resolución de ecuaciones 
elípticas reticulares especiales: el método de reducción completa. 
Este método directo permite hallar la solución del problema de Diri- 
chlet de diferencias para la ecuación de Poisson en un rectángulo en 
O (N? log, NY operaciones aritméticas, donde N es el número de nodos 
de la red por cada dirección. 


En el $ 1 está dado el planteamiento de los problemas de contorno 
para las ecuaciones en diferencias, en cuya resolución se puede utilizar 
el método de reducción. En el $ 2 se expone cl algoritmo del método 
para el caso del primer problema de contorno y en cl $ 3 son cxaminados 
cjemplos de aplicación del método. En cl $ 4 está dada una groncraliza- 
ción del método nl caso”"de condiciones de contorno gencralos. 


$ 1. Problemas de contorno 
para ecuaciones vectoriales tripuntuales 


ft. Plantcamiento de los problemas de contorno. En el 
capítulo 11 fueron construidos los métodos de factorización 
escalar y matricial para resolver ecuaciones tripuntunles 
escalares y vectoriales. Ei método de factorización matricial 
para una ecuación con coeficientes variables so realiza con 
un gasto de O (M?N) operaciones aritméticas, dondo N cs 
el número de ccuaciones, y M es la dimensión de los veclo- 
res de las incógnitas (el númoro de incógnitas en el problema 
es igual a AN). Para ciertas clases especiales de ecuaciones 
vectoriales, correspondientes, por ejemplo, al problema de 
Dirichlet de diferencias para la ecuación de Poisson en un 
rectángulo, fue propucsto el algoritmo modificado del 
método de factorización matricial. Este algoritmo permile 
reducir el número de operaciones hasta O (ATN'?). 
sto capítulo está dedicado al ulterior estudio de los 
mélodos directos de solución do ccuaciones vectoriales espe- 
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ciales, a las cuales se reducen Jos esquemas de diforencias 
para las ccuaciones olípticas más simples. Será construido 
el método de reducción completa que permite resolver los 
problemas do contorno fundamentales con un gasto de 
O (MN log, N) operaciones arilméticas. Si no tenemos en 
cuenta la débil dependencia logarítmica de N, entonces ol 
número de operaciones para esto mátodo es proporcional al 
número de incógnitas MN. La creación do este método es un 
paso csoncial en cl desarrollo tanto de los métodos directos 
como de los métodos iterativos de solución de ecuaciones 
reticulares. 

Formulemos los problemas de contorno para ecuaciones 
vectoriales tripuntuales cuya solución se puede hallar por 
el método de reducción completa. Nosotros examinaromos 
los siguientes problemas: 

1) Primer problerna de contorno. Se exigo hallar la solu- 
ción de la ccuación 


—Y jj CY, — Yin =Fj 1<ji<N—Í, (1) 
que satisfaga valores dados para j=0 y j = 4. 
Yo =P.» Yy=Fnx. (2) 


Aquí Y, cs el vector de Jas incógnitas de número 7, F, es un 
miembro derecho dado y C | una matriz cuadrada dada. 
2) Segundo y tercer problemas de contorno. So busca la 
solución de la ccuación (1), que satisfaga las siguientes 
condiciones de contorno para j=0 y j= N: 


(C + 2aE) Yo —2Y, =FPo, y =0 
2 + (0H 28) Y y =Fy, j=N, (3) 


dondo a >0 y ff >0. Pata a =P =0 las fórmulas (3) 
profijan las condiciones de contorno de segundo género. 
Nosotros también examinaremos combinaciones de condicio- 
nes de contorno, por ejemplo, cuando para  = O está dada 
una condición de contorno de primer género y para [ = N 
de tercero o de segundo género. 

3) Problema de contorno periódico. Se exige hallar la 
solución de la ccuación —Yj., + CY, — Y y41 =F),, quo 
es periódica, o sea, Yy +; = Y,. Se supoue que el miembro 
derecho P, también es periódico, Py+j¿= Fj,. Esto proble- 
ma so formula en la siguiente forma equivalente: hallar 
la solución de la ecuación 


a CY) -- Yi =P, 1<j]¡<N —1. 
—Y y-1 + CYy — Y, =Fo, Yy = Yo. (4) 


A las ccuaciones de tal género se reducen los esquemas de 
diferencias para ecuaciones elípticas on sistemas de coor- 
denadas curvilíneas ortogonales: en sistemas cilíndricos, 
polares y esféricos. 

Además de la ecuación vectorial fundamental (1), que 
contiene una matriz C, nosotros examinaremos el primer 
problema de contorno paca la ecuación más general 


BY, + AY, — BYyj+r =F), I<S<ij<N —1, 
Y = Po, Yy = Fy (5) 


con matrices cuadradas A y /%. Somojante tipo do problemas 
aparece al rosolver el probloma de Dirichlol de diferencias 
de un orden de exactitud aumentado para la ccuación de 
Poisson cn un rectángulo. 

Formulemos las exigencias sobre las matrices C, A y £, 
que aseguran la posibilidad de aplicación del método de 
reducción completa para la resolución de los problemas 
planteados (1)-(5). Para los problemas (1)-(4) supondremos, 
que para cualquier vector Y os válida la «desigualdad 
(CY, Y) > 2 (Y, Y), y para el problema (5) la desigualdad 
(AY, Y) >2 (BY, Y) >0. Aqui so ntiliza el producto 
escalar de vectores usual. 

2. Primer problema de contorno. Comenzarcmos el estu- 
dio del método de reducción completa por la descripción do 
Jog problomas de contorno roticularos para ecuaciones elíp- 
ticas, que puedon ser escritos en la forma de las ecuaciones 
vectoriales especiales (1)-(5). Supongamos que sobre la red 
rectangular 


o = [ey = (hy, Jh)EC, O0O<iI<M, 
0) < j <X N, Rs = LM, ho == la/N) 


con frontera y introducida en el rectángulo G = (0 S Za S 
< lo, a = 1, 2), se exige hallar la solución del probloma 
do Dirichlet de diferencias para la ecuación de Poisson 


Ya Pz, = CP (7), Eo 
y (2) => g (2), rTEy. 


En el $ 4 del eap. 11 fue mostrado que el problema (6) 
puede ser escrito en la forma (1), (2), donde Y, es el yector 
de dimensión A? —-- 1 cuyas componentes son los valores 
do la función reticular y (i, /) = y (xi) en los nodos into- 
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(6) 


riores de la j-ésima fila de la red q: 
Yi=( 41 0.DYyQ), ... y (017 —1,]), OSI]<N. 


C es la matriz cuadrada de dimensión (47 — 4) xXx (M — 1), 
la cual corresponde al operador de diferencias A, donde 

Ay = 2y — MU h¡=x,<!,— hy, 
(7) 
y=0, zx,=0, l,. 


I5l miembro derecho FP, es el vector de dimensión M — 1 
definido de la siguiente manera: 
1) pura =1,2,... N —1 


Py=(0%58 (1, D. hier... 
coo hip (M— 2,7), 12Ep(M--1, 1D, (8) 
donde 
P(1,))=0e(1, 1) +37 €(0, 9, 


a , , 4 , 
(M1, )=9 (M1, + 778 0%, 7); 
2) para J=0, NY 
Fi=(£(1,),£(02), ... 2£(34M —1, ). (9) 
De (7) se deduce quo para el ejemplo examinado la matriz C 
es la matriz tridiagonal simétrica. 

Examinemos un problema de diferencias más complejo, 
que lambién se escribe cn la forma de las ecuaciones (1), (2). 
Supongamos que sobre la red w se exige hallar la solución 
de la ecuación de Poisson en diferencias 

Yaas TYze, = 0 (4), TEN, (10) 


que satisface en los lados x, =0 y x, == l, las condiciones 
de contorno de tercero o de segundo géncro, 


2 2 mi 

7 Y Pie, AP 70, (11) 
1 2 SS 

A A dE 


hy < 12 < la — ho 


y las condiciones de contorno de primer género en los lados 
Xy =0 y Za 7= Lo: y (2) =8 (0), 220, 1,0 <3,< kh. 
Para que cl problema planteado pueda ser escrito en la 
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forma (1), (2) con la matriz C no dependiente da j, es nece- 
sario suponer que se cumple la comilición *.., => const. 

Reduzcamos este problema a (1), (2). T'ara cso multi- 
pliquemos (10)-(12) por (—Rhi) y anotemos la derivada de 
diferencias  Yzox, Por puntos para lodo ¿j= mt, 2, 

, N — 41. Obtendremos las siguientes ecuaciones: 

1) para ¿=0 


— y (0, A 2.1) y(0, 1) — 


— E Yya,(0, 19] —4 00, 141) =M3G 00, 1); 
2) para ¿i=1, 2, ..., 437 —1 
—y (1, 1) +12y (i, j) — hoy 2, (E DI 
— y (i, 4-1) =130p (i, P); 
3) para ¿=M 
—y (M0 +2| (1432 de) (0, +75, (31, 99) — 
—Yy (1,41) =hi0 (1, 7) 
Dosignemos 
Y¡=(Y (0,7), y (4,7), --- Y(M,D) OS<j¡<N, 
= (o (0, 7), hi0 1,7), > dp (MM — 1, 7, 


hip (MP). (43) 
iI<j¡<N—A1 


Fi=(£(0,), E(1,7) -.. £(M, DD), j¡=0,N. 


En estas notaciones las ecuaciones obtenidas yo escriben 
en la forma (1), (2) donde la mairiz cuadrada C do dimen- 
sión (47 + 1) Xx (M + 1) correspondo al opurador de dife- 
rencias A: 


h3 2h3 E 
2 (1+ 2 %_1) U— Yo 24 =0, 


Ay=4 24 — hay; h1<2,<1l, —hy, (14) 


2, 13 
2 (1 ER 211) y 2 Yz) Ti=l4. 


Aquí de nuevo tenemos que ver con el caso, cuando € es 
una matriz tridiagonal. El dar sobre los lados x, = O, 

condiciones do contorno de tercer género (11), (12) en lugar 

de condiciones do primer género conduce solamente a otra 
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definición «del operador A: en lugar de (7) tenemos (14). 
A su vez el tipo de la ecuación (1) y de las condiciones de 
contorno no cambia. Si para 3, =0 en Jogar de la conil i- 
ción (41) es dada la condición de contorno de primer généro 
y (1) = g (x) y para x, = !, como anles so da la condición 
(12), entonces esto problema en diferencias también se 
reduce a (1), (2). En este caso 


Y =(Y (1,7, y(,D, .- y(M,D) OS<j]<N, 

= (Ep (1,7), Rp... Hip (M--1, 7), hip (M. j) 
ISIi<N —1, 
donde R41,P?=4%0,D+—= +7 g(0,D, q (4,3) esel valor 


del miembro derecho e de (12) en el punto correspondiente, 
y Ja matriz cuadrada C corresponde al operador de diferen- 
cias A, siendo 


2y— PY, , h¡<2,<l,—hay, 
A 
pe l 2 (144 M1) y+ 2 de ES x= ly 


y y =0 para x, =0. 

Si ostá dada la condición de contorno de primer género 
para x, = l,, y la condición de contorno de tercer género (11) 
para Tr, =0, entonces en (1), (2) 


Y, = (y (0, ), y (4, », e. »3 y (M —1, p)), 0<j¡< WN, 
F, e (Ap (0, PD, Ap (£, », . . .3 h3y (Y 7 2, 2, 


(15) 


I<i<N—1, 


donde p(M—1, j) =p (M1 — DA g(M, 3), y la ma- 
triz C corresponde al operador de diferencias A, donde 


(el) 
2y — My, xy? Ri LE l, — ha 


da Yx,3 xy =0, 


(16) 


y y =0 para x, = k,. 

De esta forma hemos mostrado, que si por la dirección 
xz están dadas condiciones do contorno de primer génoro 
y por la dirección x, combinaciones cualesquicra de condi- 
ciones de contorno de primero, segundo o tercer género, 
entonces los esquemas de diferencias para la ccuación de 
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Poisson en un rectángulo so escriben con la forma del primer 
problema de contorno para ecuaciones vectoriales tripuntua- 
les (1), (2). La matriz € se dolermina con ayuda del opera- 
dor de «diferencias A, cl cual en dependencia del tipo de 
la condición de conlorno sobre los lados xx, =Ú y 2, = Í, 
se da por las fórmulas (7), (14)-(16). 

3. Otros problemas de contorno para ecuaciones en dife- 
rencias. El tipo de Jas condiciones de contorno para la 
ecuación (1) se determina completamente por el tipo do las 
condiciones de contorno para la ecuación en diferencias (10) 
sobre Jos lados del rectángulo 73 = 0 y 72 = la. Nosotros 
examinamos el caso, cuando sobre estos lados fueron dadas 
condiciones de contorno de primer géncro. 

Ixaminemos ahora otros problemas de contorno para la 
ecuación (10), los cuales se reducen a las ecuacionos vocto- 


riales (1), (3). Supongamos que sobre la rod rectangular w 
definida más arriba, so exige hallar la solución del tercer 
problema de contorno para la ecuación de Poisson en dife- 
rencias. El osquema de diferoncias tiene la forma siguionte: 


Yroa UE a (2), Y € 0, (17) 

2 2 a 

Ta Yo Y Ye, AU 1 =0, (18) 
2 2 >. 

— Yi Pz AY A T=ly, 

h2=12<l2¿— hz, 


po 2 = 
Yz,e, Togo Ya AI Y Pr 72=0, (19) 


_ 2.2 — ed 
A Ta = ba, 


h1¡<121<l,—hy. (20) 


La aproximación on las esquinas de la red poseo la forma 
especial: 


2 2 2 2 ca 
7 Ya = (a e) m=0, 2¿=0, 


(21) 
2 2 2 2 a 
— 7 Y Ta Ya (5 ei Una %_2) Yy—Q, 21=l1, 220, 


(22) 
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2 2 2 2 ÉS Ñ 
dr a —z Ya,= [a hz +) y—p, 2i=0, xz=!l,, 


(23) 
2 2 2 2 = 
E ¿A al (% Xd 2) y—q, ==l,, jo 


Aquí sc presupone, que se cumplen las condiciones A. = 
=const, a = 1, 


Mostromos quo el probloma (17)—(24) se reduce a (1), 
(3). En efecto, designando por Y, el vector de dimensión 
M e 


= (Y (0, D), y (1,7), .--, y (M, )), 0<]<N 
y ds el miembro derecho F; parta f = 1, 2, 

- ., N — 4 sogún Jas fórmulas (13) obtendremos de (47) 
y (18), como en ol punto anterior, las ecuaciones (1) con la 
matriz C correspondiente an A do (14). Queda por mostrar, 
quo las condiciones (19) —(24) puedon ser escritas en forma 
do las condiciones do contorno (3) 


Multipliquemos (19), (21) y (22) por (—hi) y anotemos 
por puntos la derivada de diferencias yx, que entra en ellas. 
Obtonemos: 


1) para ¿=0 


2[ (14 Ex.) yo, 0922 y, (0,0)] + 


+ 2h 24 (0, 0) —2y (0, 1) =p (0, 0), 
2) parni=14,2,.... MA 


[2y (i, 0) — hz, (e, 0) Al 2hyn_2y (i, 0)—2y (e, 1) = hp (e, 0), 
3) para ¿= M 
2[(1+4 0.) y (1, 0+%4 y, (11, 0)] + 


+ 2h9-2y (M, 0) —2y (M, 1) = h?p (M, 0). 


Sí denotamos a = h»x_2, entonces cestas igualdades se 
pueden escribir en da forma vectorial 


(C + 2a E) (Y, — 2Y, = Fo, (25) 
donde PF, = (hip (0, O), hp (1, 0), ..., hi ¿p (47, 0)). 


Análogamente do (20), (23) y (24) se encuentra la ecua- 
ción 


—2Y y 1 +- (C + 2P E) Y, Py, 
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donde se denota f=hst4+2 y Fy = (Mp (0, NM, 
Rp (1, N), -... Ri (A, N)). De esta manera, ol esquema 
de diforencias (17)—(24) se reduco al problema (1), (3). 

Examinemos ahora el caso de prefijar ciertas combina- 
ciones de condiciones de contorno sobre los lados del rec- 
tángulo G. Como fue soñalado más arriba, al profijar condi- 
ciones de contorno diferentes de (18) sobre los lados +, = 
=0 y £, = l,, influye solamente en la definición do la 
matriz C. Si para 72 = 0 está prefijada la condición de 
contorno de primer género, os decir, en lugar de (19), (21) 
y (22) se da y (2) = g (2), 7, = 0, entonces la condición 
(25) debe ser sustituida por la condición Y, = F,, donde 
Fo. = (£ (0, 0), ..., g (97, 0)). En este caso el problema 
do contorno vectorial tripuniual posce la forma 


—Y ¡y  ECYy¡— Y 4 =p  1<j<N—1, 
Yo = Po, (26) 
A un sisioma análogo llegamos también en el caso, cuando 
sobro el lado 2 = l¿ está dada una condición de contorno 
de primer género y sobre cl lado x¿ = O una condición de 


contorno de tercer génoro. En esto caso el probloma de con- 
torno vectorial tione la forma 


—Y ja EFCY¡— Y js == Fp 1<ji<N—A, (27) 
(C +22) Yo —2Y,=Fo Yy ="Fy. 


ldemos examinado ejemplos de problemas do contorno 
para la ccuación de Poisson en diforencias on un rectángulo 
y mostramos, que a ellos corresponden los problemas de con- 
torno (1), (2) 6 (1), (3), á (26), (27) con su correspondiente 
matriz diagonal C. 

A los problemas do contorno vectoriales indicadog se 
reducen también los esquemas de diforencias para ecuaciones 
elípticas más complejas tanto en coordenadas cartesianas 
como cn sistemas do coordenadas curvilíneos ortogonales. 
Citemos ejemplos. lón un sistoma cartesiano estos son los 
problemas do contorno fundalmontales para la ecuación 
elíptica 

A 2 

qe (ste) 5) + (2) 52 (0) u=—F (2), 2E6, 
cuyos cocficientes dependen solamente de una variable. En 
este caso en el rectángulo G se puede introducir una red 
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rectangular w con paso uniforme kh, on la dirección do xx, 
y con pasos no uniformes arbitrarios on la dirección de x,. 

En un sistema de coordenadas cilíndricas tales ojemplos 
son los problemas do coniorno para la ecuación de Poisson 
en un cilindro circular finito o en un tubo en presencia do 
simetría axial: 


i 9 du dy 
a ia a 


OE rr <r<R, 0<z<l. 


En este caso por la dirección de r se puede introducir una 
red no uniforme arbilraria y por la dirección de z una red 
con paso constante h»,. 

Si para la ecuación de Poisson se plantea cl problema de 
buscar la o sobre la superficie del cilindro, es decir 


AY 
“RT Se a — = —f(qp, 2), 0<p<2x, 06<I2<l, 


entonces el problema de diforoncias correspondiente se reduce 
al problema de contorno vectorial periódico (4), al mismo 
tiempo por la dirección z so admite una rod arbitraria no 
uniforme. 

En un sistema polar de coordonadas son admisibles los 
esquemas de diforencias para la ecuación do Poisson en un 
círculo, un anillo y on soctores circularos o anulares 


FAR 0 (ri pos. 


Para el círculo y el anillo el esquema de diferencias se reduce 
al problema periódico (4), y para los sectores se reduco a los 
prollemas (1), (2) ó (1), (3). Aquí so puede introducir una 
red no uniforme por la dirección de r. 

Al problema do contorno periódico (4) se reduce el es- 
quema de diforencias para la ecuación do Pouisson, dada sobro 
la dd E la esfera de radio FR: 


at us 
omO 70 79 [son 0 Sp + Ri son? 0 dq? qn) = 0190): 


6. Problema de Dirichlet de diferencias con urden de exac- 
titud aumentado. Examinemos ahora un ejemplo do esquema 
de diferencias, ol cual so roduce a la ccuación vectorial (5) 
innás general que (1). Escribamos sobre la red rectangular 
o = [21 = (ibi, ¡Y EC,OS<IS<M,OSISEN,h,M = 
= l,,haN = l¿) el problema de Dirichlet de diferencias para 
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la ccnación de Poisson con arden de exactilud aumentado 


Ri 27 
A a RR 7 ET 


y()=8(%), xey. 


Sik,+%hoz, la solución del esquema «de diferencias (28) 
para la correspondiente elección dol segundo miembro q: (2), 
convergo con volocidad O (41 + A) a una solución suft- 
cientemento suavo del problema diferencial, y con velocidad 
O (AS), sih, = h, =h. 

Reduzcamos (28) a un problema de contorno para la 
ecuación vectorial Lripuntual 


—BY ¡-, + AY, — BYy4, =F), iI<j<N-—, 
Yao = Fo, Y = P,. (29) 
Para esto es necesario multiplicar DN por (—»z), anotar la 
derivada de diferencias (y al Yin): 2 por puntos y 
vtilizar las notaciones 
Yi¡=(Y (1, D), y (2, ), -. , y (M— 1, $), 
= Mir (1, Pp, hp (2, MD, . . .s Pp (AT A 2, », 
BM A, 1AS<I<E<N—A, 
donde 
h3+ 
LIO IA Ep + A e (0. 7)), 
p(M—4,)= 9 (M1, )+ 
1 ; 15+H3 a 
+5 [e (1, 04] 65, (0, 3)) 


== ((1, DD), E (2, 7), ---, E(0T—1, DP), j=0, N. 


En oste caso las matrices BD y A corresponden a operadores 
do «diferencias A, y A, donde 


la? + 


Ay=y-+ hiZ<2,¡<l,—Ri, 


Ya, 


_p3 
ay= 29 24 y, ASA <L hs, 


111? 
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y y=0 para 2, =0 y 2, =!,. Estas malricos son tri- 
dingonales, y, como no es difícil de comprobar, son coninu- 
tablos. 

11 problema do contorno (29) se puedo reducir al proble- 
ma (1), (2). Para esto es necesario multiplicar cl miembro 
primero de cada una de las ecuaciones (29) por 37!, si existe 
una matriz inversa a 2. Hallernmos una condición sulicionto 
para la existencia de 127?. Es evidente, que la matriz inversa 
a £ existirá, si el sistema de ecuaciones algebraicas lineales 


BY =F (30) 


tiene solución única para cualquier miembro derecho PF. 
En virtud de la definición de la matriz B, (30) puede ser 
escrito on forma del esquoma de diferencias. 


Ay=y+ HP SSL (3) 


y (0) = y (1,1) =0. 


ln 0154 del cap. Ti fuo mostrado, que si para el esquema 
(31) se cumplen las condicionos suficientes de estabilidad 
de) método de factorización, entonces la solución «de la 
ecuación (31) existo y es única para cualquier segundo miem- 
bro f, y además ella puede ser hallada por al método de facto- 
rización. Anotando la dorivada de diferencias yz,s, por 
puntos, escribamos (31) en forma de las ecuaciones escalares 
tripuntuales 


—Á Yin + Ci — Bruiri =F,, 
Í<i<M—A, (32) 
Ya =0, Y =0, 

donde A; = B, hi4 hi , C, M4 1. 


1247 hy 7 
Recordemos, que para (32) las condiciones suficientes de 
estabilidad del método de factorización posoon la forma 
IC,¡|>/|4:|+1B:], ¿=4,2,..., M—á4. Do ostas 
condiciones hallaremos, quo la matriz 4M posoo la inversa, 
si los pasos de la red « satisfacen la acotación h, < V2h,. 


Bajo ol cumplimiento de esta condición el problema (29) 
puede sor reducido al problema (1), (2) con C = B74. 
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$ 2. Método de reducción completa 
para el primer problema de contorno 


t. Proceso de exclusión impar-par. Pasomos ahora a la 
descripción del método de reducción completa. Comencomnos 
por el primer problema de contorno para las reuaciones 
vectorialos tripuntuales 


—Y 1H CY —Y 41 =Fp 1<]<N-—1, 
Yao =Fo Yy =P. (1) 


La idea del método de reducción completa para resolver 
el problema (1) consiste on la eliminación consecutiva en las 
ecuaciones (1) de las incógnitas Y¿ primeramento con núme- 
ros j impares, a continuación de las restantos ecuaciones so 
climinan las incógnitas Y, con números j múltiples de 2, 
después los múltiplos de 4 y así sucesivamente. Cada pa- 
so del proceso de exclusión disminuye el número do incógni- 
tas, y si N os una potencia do 2, es decir N = 2", entonces 
como resultado del proceso de exclusión queda una ecua- 
ción de la cual se puede hallar Y y,,,. El paso inverso del 
método consiste en encontrar sucosivamento las incógnitas 
Y; primoramente con números f múltiplos de N/4, después 
múltiplos de N/8, N/18 y así sucesivamente. 

Es evidento, que el método de reducción completa es una 
modificación del método de reducción completa de Gauss, 
aplicado al problema (1), en el cual la eliminación de las 
incógnitas se lleva a cfeclo según un ordon especial. Re- 
cordemos, que en diferencia do este método, el método do 
factorización matricial, Ja eliminación do las incógnitas se 
efectúa según un orden natural. 

Así pues, sosa N = 2", n > 0. Por comodidad introduci- 
remos las siguientes notaciones: CO = C, Py” = F,, j = 
=4,2,..., NY —1, con ayuda de las cualos escribiremos 
(1) en la forma 


—Y y +4 COY)— Y ja = PP, 1S<IS<N—1, 
N=2", (17) 
Y. —= Po, Y w — F y. 


Examinomos ol primer paso del proceso do exclusión. 
En este paso do las ecuaciones del sistoma (1%) para los j 
múltiplos do 2, eliminaremos las incógnitas Y, con númo- 
ros j impares. Para eso escribamos Lres ecuaciones (1) que 
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van consecutivamente: 
—Y pa 4 COY y, — Y, = Fil 
—Y y + COY) — Y ja = Fj", 
—Y y + COY 4, — Yjga = Ph, 
E A A A 
Multipliquomos la sogunda ecuación a la izquierda por C'”' 


y sumomos las tros ecuaciones oblonidas. Como resultado 
tendremos 


—Y pra 4 COMY) — Y ya = FS, 
¡=24,6,..., N-—2 (2) 
Y, = Fo, Yi =PFx, 
dondo 
CM. [CO 2 2E, 
EJ =P) COPY 4 Fo, 
E A 

Hl sistoma (2) conliono las incógnilas Y; solamente con 
números j paros, el número de incógnitas on (2) es igual a 
N?2— 4, y si oste sistema es resucito, entonces en virtud 
de (15 las incógnilas Y, con números impares pueden ser 
halladas de las ecuaciones, 

COY ja PAY Y ja» 
E A E A a! (3) 
con miembros derechos ya conocidos. 

De esta forma, el probloma inicial (1%) os equivalente al 
sistema (2) y a las ecuacionos (3), además por su estructura 
el sistema (2) es análogo al sistema inicial. 

I¿n el segundo paso del proceso de exclusión de las ecua- 
ciones del sistema reducido (2) para los ¡ múltiplos de (4), 
se eEliminan las incógnitas con números j múltiplos do 2, 
pero no múltiplos de 4. Por analogía con el primer paso se 
toman tres ecuaciones del sistema (2): 

— Y jad COMY y y Y ¡=F372, 

pa Y ¡o + CUY ,— Y +2 = Fs, 

—Y ¡+ CUY o —Y ja = Prize, 4, 8, 12, .... Ñ —4, 
la segunda ecuación so multiplica a la izquierda por Ct? 
y se suman las tres ecuaciones. Como resultado obtenemos 
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un sistoma de N/4 — 1 ecuaciones, quo contione las in- 
córnitas Y, con números múltiplos de 4: 

—Y ¿ECO — Y ja, =F3P, 2, 4,8, 12,..., N—4, 
Yo=Fo, Y w=Fw; 

las ecuaciones C(WY, = Fi?" + Y jet Yj+er J=2, 6, 
10, ..., Y — 2, para oncontbrac las incógnitas con númoros 
múltiplos de 2 pero no múltiplos de 4, y las eccuaciunos (3) 
para las incógnitas con númoros imparos. Á su vez la matriz 


CAS y el miembro derecho Fi? se determinan por las 
fórmulas 


CW=(CM3—2E, 
EP? =P 24 COFS"4 FPia, ]=4,8,12,..., N—4. 
Jste proceso do exclusión puede ser continuado. Como 


resultado del /-ésimo paso obtendremos un sistema reducido 
para las incógnitas con números múltiplos de 2!: 


—Y,y_ y +COY,—Y, y =P, j=2!, 2-2', 
3.2 ..., N —2! 
Yo=Fo Yy=Fy, (4) 
y los grupos de ecuaciones 

cóny, = FS- 1) + Y, ona + Y, poh" 

NS A A A (5) 
resolviendo las cuales sucesivamente para kk = ll, ¿—1, 


., 1, hallaremos las incógnitas rostantos. Las 1inabrices 
C“w» y los miembros derechos Ff? se encuentran por las 
fórmulas recurrentes 

Cm == Cc4-0]2—2E, 

i a | pel h-— y] - r 
ESO = FS 4 COSO 4 FS, (6) 
j=2*, 2.2, 3.2,....,.N—2, 

para k = 1, 2, 

Do (4) so deduce, que después del (2 — 1)-ésimo paso de 
exclusión (1 = n — 1) queda una ccuación para Yan-1t = 
E Y vjyo: 


CODYy = POPE Y, aa Y, nar 


pS 1) 4- Y. + y j= 2, 
Y =PFo, Yiy=PFy 


10 1 


con miembro derecho conocido. Uniendo esta ceunción con 
($), obtendromos, que todas las incógnitas se encuentran 
consccutivamento de las ccuacionos 


== (tk —41 r - 
ca DY, == P; dee Y ya — Y on» 1 o=*FPo, Y, => Fr, 


>] 
(7) 
¡= 21, 3.2%, 5.21... N—2%,  k=n, n—1,...,1. 


De cesta forma, Jas fórmulas (6) y (7) describen totalmento 
cl método de reducción completa. Por las fórmulas (6) so 

transforman los miembros derechos, y de las ecuaciones (7) 
so encuontra la solución del problema inicial (1). 

Al método descrito lo llamaremos método de reducción 
completa, ya que aquí en ol sistema se realiza hasta el final 
la disminución sucesiva del númoro de ecuaciones, mientras 
que quedo una ecuación para Y yy». Jlón el método do reduc- 
ción incompleta que será cxaminado en el capítulo IV, se 
realiza solamente una disminución parcial del orden del 
sistema y el sistema cereducido» se resuelve por un método 
especial. 

2. Transformación del segundo miembro e inversión de 
las matrices. 151 cómputo dol miombro derecho F por las- 
fórmulas recurrentos (6) puede conducir a la acumulación 
do orrores de cálculo, si la norma de la matriz C'*-P os 
mayor que la unidad. Adomás, las matrices C4) son, en 
general, matrices complotas, aún cuando la matriz inicial 
C:0=C€ sea tridiagonal. Y esto influyo de manera esen- 
cial en cl aumento del volumen de trabajo computacional 
para cl cálculo de Fj” según las fórmulas (6). Para los 
ojomplos examinados en el $ 4 la norma de la matriz, roal- 
mento de forma sipnifícativa, supera la unidad y tal algo- 
ritmo del método será computacionalmente inestablo. 

Para ovitar osta dificulind, calcularemos en Ingar do los 
vectores FP los vectores pio, los cuales están relacionados 
con F;? por las siguientes relaciones: 

h-4 
Poma Y CM pgo20, (5) 
| 


al mismo tiempo pondremos formalmentoa |] (ME, así 
lt. 0 


que po =Fy =P). 
Hallemos las relaciones recurrentes, a las que satisfacen 
los pj”. Para eso sustituyamos (8) en (6). Considerando, que 
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C'D es la matriz no degenorada para cualquier l, de (6) 
obtendremos 


h—1 ” t-—-2 
by 00 _—_ ly q (A-1) li=1 n(R- 1) (4-1) 
211 ci MT Co tp +0" pj E Pi 91 
z ( (hk-— 41) pe h-—3 u-—1 
20" PI = po pana - COD py + Py ano (9) 


e. 7 — -» * 
Designando SP —2p$P — pS*-P, obtendremos de (9), que 
( e - . 
los p5" pueden sor hallados sucesivamonte por las siguien- 


tes fórmulas: 
CONS pj po PO IES, 
J=- 2%, 2.2, 3-2,...,N-2, k=4,2,...,n—1, 
pj =P). (10) 

Las relaciones recurrontes (10) contienen suma de vecto- 
res, producto de un vector por un número e inversión de las 
matrices CUW-=D, 

Queda ahora por eliminar Ff'7? de las ccuacionos (7). 
Sustituyendo (8) on (7), obtenemos 

)—2 

cóny, = 9h-1 el COpy7 1) + Y ,_ on sl Y yan a 
Y, =P, Yy=Fy, (11) 
j= 241, 3.24, ..,, N—2%1, k=n, n—4A,...,!. 


Aquí también es necesario invertir las matrices Ct-D, pero, 
además, en el miembro dorecho de (11) apareció el producto 
de una matriz por un vector. lin cl algoritmo oxaminado más 
abajo cl método utilizado para invertir las matricos C!*=-0 
permite ovitar la operación no deseada de multiplicar una 
matriz por un vector y a su vez reducir la realización de (11) 
a la invorsión de matrices y suma de vectores. 
lxaminemos ahora ol problema de la inversión de las 
matrices C*-, definidas por las fórmulas recurrentos (6) 


CU) = [CU-DP —2E,k=4,2, ..., CIW= C. (12) 


De (12) se doduce, que €) es un polinomio matricial do 
grado 24 con respecto a C y con cocficiente unidad en la 
mayor potencia. Este polinomio so expresa mediante los 
conocidos polinomios de Chebishev de la siguiente forma: 


CO=2P 2 (340), k=0,%...., (13) 
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donde 7, (x=) es el polinomio de Chebishev de r-ésimo grado 
y primer género (véase el punto 2 dol $ 4 dol cap. 1): 


cos (narcecos x), | | <1, 
ler VAT + 4 VA)", 12 >. 


En efecto, en virtud de las propiedades del polinomio 7, (x) 
T'2n (2) =2 (7, (a)1 E 1, T, (<) = Z, 
de (12) se deduce (13) de manera ovidonte. 
A continuación, utilizando la relación 


h=2 


[| 27,1 (2) =Ugr=1, (2), 


lu 


T, (5) == 


que conecta los polinomios do Chebishev de primor género 
con los polinomios de segundo género U, (x), donde 


O, (x) E 
sen ((n +1) arccos z) 
Sen (arecos 1) d 


— 1 . n+ (14 
| 7 RV DD VR 00] 


|=|>t, 


[11<1Í, 


os fácil calcular ol producto de los polinomios CU 
h-2 


[| 0% =Uz_, (70). (14) 


le=U 


pa hemos obtenido una expresión explícita para Cm y 
-1 
pi Cc, 
t= 
En lo sucesivo nos será necesario el lema 6 (véase el pun- 
to 5 del $ 4 dol cap. 11). De acuerdo con el lema 6 cualquier 
cociento £y (2)f, (2) de polinomios sin raíces comunes en 


el caso n > m y de raices simplos de f,, (2), se desarrolla 
de la siguiente forma en fracciones olementales: 


?. 


Em (2) cm al _ Em EN) 
nr) 2 ca ” MES fa En ? 


donde z, son las raíces del polinomio f, (x). 
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- Utilicemos el lema 6 para el desarrollo de los cocientos 
UP, (2) y Un (2/7, (2) en fracciones olementalos. Las 
vaícos del polinomio 7, (x) son conocidas: 


2, =cos M1, l=4,2,...,2, (15) 


y cn estos puntos el polinomio (?, _, (7) toma los valores 
distintos do cero 


j q SON (4Arccos y) (— 1)" 
Una (a) = SON (AFCCOS 21) on A A A A 
an 


l'or eso, utilizando Ja relación 7, (x) = rU,-, (2), dol 
loma 6 obtenemos los siguiontes dosarrollos: 


n (—3)1+1 sen SLV A 


1 


2n , 
Ta 2 n(z—2zp 3 (16) 
[mn 
Un-, (2) ed 
Tn (x) -=3 ED" (17) 


donde zx, está da en (15). Los desarrollos necesitados 
han sido hnllados. 


Ohtongamos ahora las expresiones para las matrices 
h=2 


[CALI y iCe-nj[[ CO mediante la mntriz C. 


0 
De (13) y (14) teniendo en cuenta los desarrollos de los poli- 
nomios dica (16) y (17), obtendromos 


[Copa = > TA ¿ (C—2 cos E 


2h 
val 
h- 2h-1 
[Có-n7- 1 1 CO= == 2 (c— 2c0s LG 22 E)”. 
0) 


Las relaciones halladas permiten escribir en la siguiento 
forma tanto las fórmulas (10): 


9-1 
sio + pa na CT 1 (Pooh + Piyan” .) 
Y"--0,5 (my? pst (18) 
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pe =F), 
¡=2, 2.2%, 3.2, ...,N—2%, k=4,2,...,n—1, 


como las fórmulas (14): 


?-1 

Y, == 2 Cn - i [pO-n AS %l,k-1 (Y ona + Y 20), 
Yo=Fo Yy=PFr, (19) 
Y = 22, 3.21, 5.24, ..,,N— 21, k=n,n—i,...,f, 
dondo homos designado 
Con => C—2 cos LL E, Ut na= 

mao PY 2 — 1) 
== 2— sen GR. (20) 


Así, han sido obtenidas las fórmulas lransformadas (18) 
y (19), quo describen el método de reducción completa para 
la resolución del problema (1). Estas fórmulas contienen sola- 
mente operaciones do suma do vectores, de multplicación do 
un vector por un número y do inversión do niatrices. 

Notemos, que si € 08 una matriz tridiagonal, entonces 
será bambién (ridiagonal toda matriz C, ;-,. El problema 
do invertir tales matrices fue resuelto en el capítulo JJ. 
Sucesivamente, si para la matriz € se cumple la condición 
(C, Y, Y) >2(Y, Y), entonces de (20) se deduce, que las 
matrices C¡ , serán definidas positivas y, por consiguiente, 
tendrán inversas acotadas. Entonces del desarrollu de 
[CG-D)-1 obtendremos que para todo + >4 las matricos 
C4-2 no son dogeneradas. Recordomos, que esta suposición 
se ulilizó para obtener las fórmulas (10). 

3. Algoritmo del método. Las fórmulas (18) y (19) ohte- 
nidas más arriba sirvon de baso para el primer algoritmo del 
mélodo. Examinemos anto todo, cuales valores intermedios 
y en cual etapa deben calcularse y recordarse para su posto 
rior uljfización. 

El análisis de las fórmulas (19) muestra, que si d es fijo 
para el cálculo de Y, se utilizan vectores pi” ? con números 
j= 27" 3.21 ..., N— 21, Gualquier vector pj" con 
el número f, pero con número ¿ menor que k — 4, es auxiliar 
y se guarda on la memoria provisionalmente. Lor eso los 


vectores pj? definidos en cl k-ósimo paso por (18) pueden 
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distribuirsc en el lugar de py 7”, al igual que las incógnilos 
Y,, calculadas según (19). El método no exige memoria 
complementaria de ordenador, todos los vectores pj”? so 
distribuyon en cl mismo Jugar donde después se distribuirán 
los Y,. 

Tiustremos sobre un ejemplo la organización de los cálcu- 
los en ol algoritmo oxaminado. Sea Y = 16 (« = 4). En la 


fig. 1 seo muestra la sucesión del cálculo y la recordación de 


los vectores ps. Un cuadrado sombreado significa, quo para 


el valor indicado del índice k, so guarda en la memoria para 
su posterior utilización el vector pf? con el número j co- 
rrospondiento. Jiespectivamente un cuadrado no sombreado 
significa, que p$? os auxiliar y se recuerda provisionalmente 
en cl lugar indicado. Las flechas indican cuales vectores 
Pp" so utilizan para calcular pl”. 

Como resultado del paso directo «dlol método serán recor- 
dados los siguientes vectores pl”: 


0 1.21) 54h (2, (3) 


PY Pr PS PA POS Pas PA Po 
Bs Pis Piro Przo Piro Piar Pis + 
Ellos se utilizan para calcular Y, en el paso inverso del 
método. 

En ln fig. 2 se muestra la sucesión del cálculo de las 
incógnitas Y, (notación simbólica ?). Mediante flechas se 
indica cuales Y, son halladas on los pasos anteriores y cuales 


py” (notación simbólica MW) se utilizan para calcular Y, 
si + es prefijado. 

Pasemos ahora a la descripción del algoritino del método 
de reducción completa. De acuerdo con (18), el paso directo 
del método se realiza de la siguiente forma: 

E dan los valores para pj” == Fy,, j¡=1,2,... 
c.., N—i. 


2) Para cada k=41,2, ..., rn —41 fijo y con ¡= 2", 
2-2, ..., N — 2% también fíjo, primeramento se calculan 
y se recuerdan los vectoros 


(h-1) (h-1) 
q=— P;-2h-1 +- P;5yoh1> (21) 
Á continuación se resnelven las ecuaciones 
Cona01= 0% n-iP (22) 


para l=41,2,..., 2 7?. 
Como producto de la acumulación gradual del resultado en el 


lugar de pY7* se encuentra p/f' 
P; '=0,5 CAES 2h... E Eph.-1). (23) 


De acuerdo con (19), el paso inverso del método se realiza 
de Ja siguiente manera: 
1) Se dan los valores para Y, y Y py: Ya = Fa y Y y = 


e. 
a 


DJ 
2) Para cada k=n,n—3, ..., 1 fijo y con ¿ = 2%, 
3.221, 5-21, ..., N — 2 fijo se calenlan y se recuer- 
dan los vectores 


q = Y,_ yh-1 + Y yyanl ' v E Pp : (24) 
Después se resuelven Jas ecuaciones 
Crhradr = VE Aa, a, (25) 


para l=4,2,..., 2%, 
Como resullado «de la acumulación gradual de valores 
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en el lugar do py? 


tas Y) 
Y, = €, +43 + e + Do(—1): (26) 
Contomos ahora el número de operaciones aritméiicas 


gastadas en la realización del algoritmo «descrito. Seca M la 
dimensión dol vector de las incógnitas Y, y dosignemos 


mediante q el número de operaciones exigidas para resolver 
una ecuación del tipo (22) ó (25) para un miembro derecho 
dado. Consideraremos, que las magnitudes x, , son dadas 
de antemano. 

Contemos primoramonte el númoro Q, de operaciones, 
gastadas en ol paso directo. En el cálculo del vector q por 
las fórmulas (21) para lk y j fijos se exigon M operacionos. 
Más adelante, en el cálculo del miombro derecho en (22) 


y en la resolución de la ecuación (22) se cxigen A/ + 4 
operaciónes. Por eso para encontrar todos los e, so necesitan 
2-1 (M + g) operaciones. El cálculo de pf? por la fórmu- 
la (23) se realiza con un gasto de 2%-21f 4- M operaciones. 
De esta forma, para calcular pp para un k y jes necesario 
gastar M + 27? (2M + q) operacionos. 

A continuación, para cada k fijo se necesitan calcular 
N/2t — 1 diferentes pS”. Por consiguionte, la cantidad total 


Q, de operaciones, gastadas en la realización del paso directo, 
es igual a 


se encuentra el vector de las incógni- 


n-i 
Q,= Y [M + (QM +4 q) 23] (F- 1 _- 
k=1 
= (M +0,5q) Na-—(MYH YN =M (n—1)+ q. (27) 


Contemos ahora el número Q, de operaciones gastadas en 
el paso inverso. Para k y ¿fijos se exigen 37 operaciones cn 
el cálculo según las fórmulas (24), (23M + q) 2*7* operaciones 
para encontrar todos los v; en la (25) y (2** — 1) M opera- 
ciones en el cálculo de los Y, mediante la fórmula (26). Como 
el número de diforentes valores de f, para los cuales so ronli- 
zan los cálculos indicados con un k fijo, es igual a Nr, 
entoncos Q, es igual a 


Q. = 2 [M + (23M 3 q) 214 (2-14) M] a = 
=1 


=(1,5M +0,59) Nn. (28) 
475 


Sumando (27) y (28) y toniendo en cuenta quo » = 
= log, N, obtenemos la siguiento estimación para el número 
do operaciones del método de reducción completa, realizado 
según ol algoritmo citado más arriba 


Q =Q, + Qs = (Q453M + 4) N log, N — 
(M+FQYQN—M(—1)+9 (29 
De (29) se deduce, que si q= O (M), entonces Q = 
— O (MN logs N). 
4, Segundo algorilmo dcl método. El mérito principal 


dol algoritmo construido es la exigencia mínima a la memoria 
del ordenador ya que no exige momoria complementaria 
para conservar la información auxiliar. Esta cualidad se 
alcanza al precio do cierto aumento del volúmen de trabajo 
computacional, el cual se gasta en el cálculo reiterado de Jas 
magnitudes intermedias. Examinemos otro algoritmo del 
método, el cual se caracteriza por un menor volúmen de 
trabajo computacional, pero que exige memoria comple- 
mentaría, comparable cn magnitud con el número total do 
incógnitas en el problema. 

Para la construcción del segundo algoritmo regresemos 
a las fórmulas (6) y (7) que dosriben el mólodo do reducción 
completa: 


cm = [Cónp—22, 

FF CODES A E, (6) 

¡=2*, 2.2, 3.2%,...,N-2, k=1,2,...,n—1, 

CODY y a FOO Y, a Y jaa, 

Y, =PFo, Yu=Yy (1) 

j=234, 3.21, 5-25, ...,N 24, k=na, n=t,...,1. 

Aquí, como en cl primer algoritmo, los vectores FS? no so 

calculan directamente, y on lugar de ellos se doterminan los 
(4) 


voctoros py? y q5” rolacionados con FS? por Ja siguiente 
relación: 


FP = Cp 4957, (30) 
j=2", 2.2, 3.2*,...,N-—2", 
k=0,1,...,n—1. 
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Hallemos las fórmulas recurrenles para calcular los vectoros 


PS” y q8. Ya que en lugar de un vector FS” nosotros 


introdujimos dos vectores, entonces se biene una Acera 
arbitrariedad on la definición de pj” y q5%. Elijamos pj” 


y 45” de manera lal, que se satisfaga la condición inicial 
Py" == ea Para eso pongamos 


“%=0, q =F, j=1,2,...,N-1. (31) 


A dis sustituyendo (30) en (6), obtendremos 


com ps? + q)" - - CO1) q” 1) + Py ¿hi1 + 


adsl h-A l=1 4 
+4 E0-0 ps + Pri ah 1 ga e gs 


j=2, 2.0 0 ¿NW R20 k=L aL, 


Eligiendo 
gr Ez 2p5” + aio + aio (32) 


y teniendo en cuenta, que CM + 2£ = |[CM-DIB, de aquí 
hallarcmos 


 h- hk— = h- u- 
ce 1 pl gy” DE Pp 2h 2, 4 cu Dp y Da ps. (33) 


Aquí de nuevo suponemos, que C(? para cualquier ¿es una 
natriz no degencrada. 


Designando 5 pS” O O *, Obtendremos de (31) — 
—(33) las siguientes fórmulas recurrentes para el cál- 


culo de los vectores pS? y gf": 
coins ES AE Pe, 
PS =p» o: 
gs" 5 2p) E Pa + AAN (34) 
gro=F,, pfo=m0, 
J=2, 2.2, 3.2%,.,.,.,N-—-2*,  —kx=1,2,...,n=1. 


Queda por excluir FS'7* de la fórmula A ). Sustituyon- 
do (30) en (7) y designando 197 ==Y,—p*" 


12—0336 177: 


obtendremos las siguientes fórmulas para el cálculo de Y ;: 
= h-4 (1 — 1 
AL A SO PS 


Y, == pr” Se (y a (35) 

Yom E, Y y=Pr, 

¡=21, 3.2, 5.2, ...,N— 241, 
k=n,n—dA,...,1. 


De cesta forma, obtuvimos las fórmulas (34) y (35) en las 
cuales se basa el segundo algoritmo del método de reducción 
completa, Estas fórmulas contienen las operaciones de suma 
de vectores e inversión do las matrices CU-D, 

Detengámonos ahora en el problema de invertir las 
malbrices CUB. Como fuo mostrado más arriba, la matriz 
Ces un polinomio de grado 2* con respecto a la matriz 
inicial C y se determina por la fórmula (13) mediante el 
polinomio de Chebishev de primer género F, (x): 


CM=28' 24 (350), 


además el coeficiente dol término de mayor grado es igual 
a la unidad. Como las raíces del polinomio 7, (x) son conoci- 
das (véase (15)), entonces €“) so puede representar en la 
siguionto forma faclorizada: 


oh 
c0=1]] (C—2c0s 522 E), k=0,1,... 
==] 


Utilizando las notaciones (20), se puede escribir la matriz 
COó-b en la siguiente forma: 


gh 
Cao — Il Cronar Er is = EC 205 EA E. (36) 
Ll 1 


La factorización (36) permite resolver fácilmente las ecua- 
ciones dol tipo C4-De = q con la parte derecha q prefijada. 
11 siguiente algoritmo da la solución de este problema 
mediante la inversión sucesiva de los factores en (36): 


vo =G, Cri di = Opa l=1,2..., 2, 
además v = d.r-1. Nosotros utilizaremos este algoritmo 
oh 
para invertir las matrices C4-D, 
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Describamos ahora el segundo algoritmo de] método de 
reducción complota. El paso directo del método se realiza 
a base de (34) de la siguiente forma: 

1) Se dan los valores q5: q” =P. j=1,2, 


o... 


— 


.y 
2) El primer paso, pára k = 1, se lleva a efeclo por sepa- 
rado según fórmula que tienen en cuenta los datos iniciales 


py” =0. Se resuelven las ecuaciones para pf'” y se calculan 
los g5”: 


Cp” =45", (37) 
q =2p5" 4981 + 99%10 1=2,4,6,...,N—2. 
3) Para cada k=2, 3,...,n—i fijo se calculan y se 
guardan en la memoria los vectores 
o =g47" + pia + pa, 
¡j=2*, 2.2%, 3.2*,...,N—2*, (38) 


A continuación paral =41,2,3,..., 2 Fijo y para cada 


j=2%*, 2.2, 3.2%, ..., N — 2% se resuelven las ecua- 
ciones 


Cro) = 0)" (39) 
con una misma matriz, pero con segundos miembros diferen- 
tes. Como resultado serán hallados los vectores pen (en 
las fórmulas (34) a estos vectores corresponden Sé"), 


Los veclores po y gi” se calculan por Jas fórmulas 


pe Rh=1 
O NS o 
7 2 + 9 aia E at (40) 
¡=2*, 2.2%, 3.2%, ...,N—2*. 


El paso inverso del mótodo se realiza «e acuerdo a (35): 
1) Se prefijan los valores para Y, y Yy: Yo = Fo y 
Yw = N+* 
2) Para cada k =n, n—4, ..., 2 fijo se calculan y se 
guardan en la memoria los vectores 


0 k=1 
== + Y ¿Zona EY y gt» 


j= 2-1, 3.24t, 5.2 sdraS N—2f-1 (41) 
Después para l=1,2,..., 27? fijo y para cada ] = 
= 2k-*, 3.21, 5.21 _.,. N —2%1 se resuelven las 
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ecuaciones 
DD 
Co, a107) == vs . (42) 
Como resultado se encuentran los vectores ví? =D (en (35) 


a ellos corresponden los vectores 45”). Seguidamente se 
calcula Y, por la fórmula 


Y,= proa + A , 
j=2-4, 3.2%, 5.21, ..., N—2%-1, (43) 


3) La última operación del paso inverso para k = 4 sa 
lleva a efecto con la solución da la ecuación 


CY, =2qP + Y,,+ Y... j=1,3,5,....N —1. 
(44) 
OBSERVACION AL ALGORITMO, Todos los vectores p$" 


recientomente dofinidos por las fórmulas (37) y (40) se 
sitúan en el Ingar de p-. Todos los vectores uf en las 
fórmulas (38), (39), (41), (42) definidos hace poco por las 
fórmulas (37) y (40), los vectores g$'? e igualmente la solu- 
ción Y, de (43) y (44) se distribuyen on el lugar de q$-", 
Por consiguiente este algoritmo exige memoria del ordenador 
en 1,5 veces más, que el número de incógnitas cn el problema. 

La disminución del volúmen de trabajo computacional 
en el algoritmo dado en comparación con el primer algorit- 
mo se basa en que al resolver las series de problemas (39) 
y (42) para diferentes f con iguales matrices C ; -1 el volú- 
men total del trabajo se gasta en resolver solamente el pri- 
mer problema de la serie, y al resolver cada problema sub- 
siguiente ya so exige significalivamente monos oporaciones 
aritméticas. Citemos el número de operaciones para el se- 


gundo algoritmo designando, como antes, mediante q el 
número de operaciones gastadas en la resolución de una ecua- 
ción del tipo (39) o (42) para el segundo miembro prefijado, 
y mediante q el número de operaciones para resolver la 
na o 

misma ecuación pero con otro segundo miembro (q < g). 

El número de opcraciones gastadas en la realización «del 
paso clirecto es igual a 


02 (om Le 1)+[i+9(Se-2)]2)> 
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NÑN E [e] S 
— 3M (S- 4 ) =0,59Nn+(0,5q — 1,53 + 
+ 4,5M) N —8Mn—(q—23 + 38M), 


y en es realización del paso inverso 


Qs = > am +[0+ (3 1)7] 20-24 
Pica 1 


=0,57Nn+(4—3+2,5M) N—q +3 —3M. 


El número total de operaciones para el segundo algoritmo es 
igual a 


Q =Q, +0, =qN log, N + (1,59 — 2,59 +7M) N— 


; A (45) 
— 6Mn — 2q + 3q — 6M. 


De la estimación (45) so deduce, que si q = O (M), enton- 
tes q =0(M) y Q=0 (MN log, N), además aquí el coefi- 
ciento del término principal MN log, NÑN es menor que en la 


estimación (29), ya que q < 0. 

Delengámonos brevemente en otra singularidad del 
segundo algoritmo. Si bien en el primer algoritmo la inver- 
sión de las matrices C(-1) se ha realizado simultáncamonto 
por inversión de los factores €; 2-7 y la subsiguiente 
gumación de los resultados, en el segundo algoritmo ocurra 
una inversión sucesiva de los factores y el resultado se 
obtiene después de invertir el último factor. Desde el punto 
de vista del proceso computacional real, el cua] tieno en 
cuenta los errores de redondeo, el orden de inversión de los 
factores C; ay en el segundo algoritmo es esencial. Con 
una situación análoga nos encontraremos on el capítulo VI 
al estudiar el método jtierativo de Chebishev. 

Se puede recomendar el siguiente orden de inversión do 
las matrices Cy 1-1. A Ja matriz C4-2» le ponemos en co- 
rrespondencia el vector 0-12 de dimensión 2%*-*, cuyas 
componcnies son los números enteros de 4 hasta 2*-?, Sea 


G2r1 =f Oor=1 (4), grrr (2), -... Bari (24D), 
es decir, el l-ésimo clemento del vector O2r-=2 se denota 
mediante B2r-2 (2).Fl número Oar-3 (f) define el inrno da 
inversión de la matriz CC; »-3. 
El vector B2%-1 se construye recurrentemento. Sea 0,= 
=(2, 1). Enbonces el proceso de duplicación de la dimen- 
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sión del vector se doscribe por las siguientes fórmulas: 


Uam =(Oam (4 — 3) = Om (2 — 1), 

Bam (44 — 2) = Om (21 — 1) + m, 

Oom (44 — 1) = Om (2) + Mm, Bam (4) = Om (20), 
i=14,2,...,m/2), m=2,4,8,... 

Ejemplo: 0, =(2, 10, 14, 6, 8, 16, 12, 4, 3, 11, 45, 7, 


, 13, 9, 4) y, por consiguiente, la matriz Cy yg se invertirá 
la décimosexta y la matriz C,z, 1 la séptima. 


S 3. Ejemplos de aplicación del método 


1. Problema de Dirichlet de diferencias para la ecuación 
de Poisson en un rectángulo. Examinemos una aplicación 
del método de reducción completa construido más arriba 
a encontrar la solución del problema de Dirichlel de diferen- 
cias para la ecuación de Poisson en un rectángulo. Como fue 
mostrado antes, el problema de diferencias 


Yes FU A (2), z€ 0, 
y(1)=g(x), zEr 


dado sobre la red rectangular wm =(fx;, = (ihy, jha), 0< 
<iS<M,0O<]<N, Ak M = L,, haNN = l,), se escribe en 
la forma del primer problema de contorno para las ecuacio- 
nes voctoriales tripuntuales 


—Y jo + CY, —Yj4, =F,, ISI]IS<N—1. (1) 
Yo = Fo. Y y = Fun. 
Aquií 
Y,=(Y (1, ), 4 (2,7, .... y(M—1, D. 
OSj]S<N, 


es el vector de las incógnitas cnyas componentes son los va 
lores do la función reticular y (¿, j) sobre la j-ésima fila 
de la red, 


F,= (Mp (1. PD. Rp (2,7, ... hp (M —2, P, 

Rp (M1, PD). 1<j¡<E<N—1, 

F) a (£ (1, PD, g (2, »), E (M — 1, Y, j E O, N, 
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donde 
24, )=wv(1, ) +00 7), 


(M1, )=p(M—A, DH 0%, 7). 


La matriz cuadrada € corresponde al operador de diferencias 
A, donde 


My e 2y És AY Ry <X z < l, 7 Ry, 
y =0U0,7,=0, l,, 
así que 
CY, = (Ay (1, $), Ay (2, P), -. -. Ay (M — 1, p). 


El problema (1) puede ser rosuelto por cualquiera de dos dos 
algoritmos del método de reducción completa cilados más 
arriba. La etapa fundamental de cestos algoritinos es la reso- 
lución de las ecuaciones del tipo 
Co. n-1Y = F, Ca, h-4= C— 2c08 A 


con el segundo miembro F dado. Aquí V es el vector de las 
incógnitas, V = (v (1), v(2), ..., e (Af — 1)) de la dimen- 
sión AY — 3 (para simplificar Ja escritura hemos omitido el 
índice en V y P). 

Recordemos, que el número de operaciones gastadas en la 
resolución del problema (1) por el primer «algoritmo, se de- 


termina medianle el número de operaciones q exigidas para 
resolver la ecuación (2) (véase (20) del punto 3, $ 2), y por 
el segundo algoritmo so determina fundamentalmente por 
medio del número de operaciones complementarias q que 
es necesario gastar para resolver la ecuación (2), pero con 
otro miembro derecho (véase (45) del punto 4, $ 2). 

Para el ojemplo examinado citemos el método do resolu- 


ción de la ecuación (2) y eslimomos q y q. De la definición 
de la matriz C se deduce, que Ja resolución de la ecuación (2) 
cs equivalente a encontrar Ja solución del siguiente problema 
de diferencias: 

2 (1 —eos ESPE) v—hv=. =J(), 


¡2h SN 
1<:¿<M-—A1, v (0) =p (47) =0, (3) 


donde f (i) =f, es la ¿-ésima componente del vector F. 


E (2) 
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Anotando Ja derivada de diferencias 0z Oz yx, Por puntos, escri- 
bamos (3) on la forma de una ocuación cn diferencias tri- 


puninal usual para las incógnitas escalares y (1) = v;: 
— Pi FU; —D0 +4 — DÍ, 1I<i<M-—1, 
E a (4) 
Va =UÚUnm “7 


donde a—214 + bh (1 —eos 2522 )] ; pH. El pro- 
3 

blema (4) es un caso especial de los problemas de contorno 
tripuntuales, Jos métodos de resolución de los cuales fueron 
estudiados en el capítulo TT. Fue mostrado, que un mótodo 
efectivo de resolnción de los problemas del tipo (4) us el 
método de factorización. Citemos las fócmulas de cáleulo 
del método de factorización para el problema (4): 


+ = 1 a— ap) ¿=1d,2... M-1 a, =0, 
Birry = (0: + BD Qi. ¿=4,2,..., M—41, B, =0, 
Py — Ari + Pira 1= M4, M—2,..., Í, 
a =0. 


De estas fórmulas se deduce, que cl problema (4), y. por 
consiguionte, la ecuación (2), para a y b prefijadas, pueden 


ser resueltos con un gasto de q = 7 (M — 1) operaciones. 
Para resolvaor la ecuación (2) con otro segundo miembro F 
no es necesario volver a contar Jos coeficientes de factoriza- 
ción c,, y por eso el número complementario de operaciones 
q 0s igual a q == 5 (M - 41). Estas operaciones serán gastadas 
en el cálculo de B¿ y en encontrar Ja solución v;. Notemos, 
que el método de factorización para (4) será numéricamentLe 
ostable, va que se cumple la condición suficiente de estahi- 
lidad dol método a los errores de redondeo, Ja cual en cl caso 
dado posoc la forma a > 2, 

Suslituyendo en la estimación (29) del punto 3 del $ 2 
para el número de operaciones del primer algoritino, obten- 
dremos, manteniendo los términos principales, QM = 
05 MN logs Y --8MN. Para ol segundo algoritmo de la 
estimación (45) del punto 4 del $ 2, obtendremos la siguiente 
estimación — para el número de operaciones: Q*? = 
= BMN Jog, N —- S5MN. Doe esta forma. para cada uno de 
Jos algoritmos examinados el número de operaciones del 
método de reducción complela, aplicado para resolver el 
probloma de Dirichlet de diferencias para la ecuación de 
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Poisson en un rectángulo. es una magnitud del orden 
O (MN Jogs NY), y además para el segundo algoritmo se 
exigen menos operaciones aritméticas. Por ejemplo, para 
M = N = 64 obtendremos Q(1) x= 1,40 y para MM = 
= N = 128, QQ = 1,4602 respectivamente. 

NosoLros no cilaremos las fórmulas de cálculo para Jos 
algoritmos de resolución del problema do diferencias indica- 
do, ya que en un nivel vectorial ellas están descritas detalla- 
damente en cl y 2. 

En el punto 2 dol $ 1 fueron citados ejemplos de otros 
problemas de contorno de diforencias que se roducen al 
problema (1). Ellos se diferencian del problema de Dirichlet 
examinado por el tipo de las condiciones de contorno en los 
lados del rectángulo para x, = 0 y zx, = 1,. lo cual conduce 
a matrices C diferentes. Así para cJ problema (10) —(12) 
dol punto 2 de] 3 1, con condiciones de contorno de tercero 
o de segundo género para 2 = 0, £,. Ta ecuación (2) es equiva- 
lento al problema de diferencias 


2 (1—cos E o hoz =$, 1: SMA, 
2 (1 a — 08 EA) o o ¿=0, 
2 (1 + ¿Em — cos 2 o E 05 =1 ¿=M. 
ste problema en la forma tripuntual usual tiene el aspecto 
—V ¡1 + 404 — 741 = D,, IZ<i<M —á, 
—0p = Yi + Bo 
Vaj = Kola e Pas (5) 
donde 
- 2 - 2 
E? AR 


pi a+2hynm1 ? Ha == a+2hi%,, ? 


siendo a y b definidos más arriba. 


Ya que a7>2, X,>0, ontonces U < <td y U< 


<>, < 41, el método de factoriznción para resolver el 
problema ( (5) sorá también estable, y en este caso el algoritmo 
del método de reducción completa cxigirá O (MN log, N) 
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operaciones aritméticas. 

2. Problema de Dirichlet de diferencias con orden de 
exactitud aumentado. En el punto 4 del $ 1 cl problema do 
Dirichlet de diferencias para la ecuación de Poisson con 
vrdon de exactitud aumentado 


hi+h3 
a + ss y 12 A O (x) ys € w, 


y(1)=g(1), rEy 
se redujo al primer problema de contorno para la ecuación 
vectorial tripuntual no simplificada 
—BY ¡-¡ + AY, — BYj+, =F,, 1i<j]<N —, 
(6) 
Y, RS Po, Yy ES Fr. 


Las matrices cuadradas B y A de la dimensión (17 — 1) X 
x (M — 1) corresponden a los operadores de diferencias A, 
y A, donde 


+A 
Ay=y + hi2, <l1— ha, 


5hi— 
ay=2Y AGA o ASAS 


1x1? 
yy=0 para x, =0 yx, =Lbh. 


Se mostró, que si se cumple Ja condición h, < V2h,, 
entonces la ccuación (6) se reduce a la forma ordinaria 


—Y 1 + CY, == Y ¡+1 ==> D,, 3 < j <X N — 1 
Y, e Do, YN 7 Ly, 


(7) 


donde C = B4, 0,= BF, 1<]<N-—1 y 0,= 
= F,paraj =0, N. Además , se observó, que las matrices A 
y ÍB conmutan. 

Para rosolver (7) utilicemos el primer algoritmo del 
método. Ya que la matriz C, ¿,_, se puedo escribir en la 
forma 


Cr, =C—2co0s ÉSUL E -- 51 (A 2008 LG p), 
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entonces las fórmulas (18) y (19) del $ 2 que definen el primer 
algoritmo, adquieren el siguiento aspecto: 


gas 
s == » Al, h-1 (A4—2cos LR By” X 
i=1t 


xB (25) qe + PS 212), 


po —=05(p PS 7, 

¡=2*, 2.2%, ...,N—2, k=4,2,...,n—1, 
Bp"”=PF,, 
gh-1 


Y, =D (4—2008 LG2L BB) Brpgo0 + 


Ever 1 
+ Xz, h-1 (Y ,_gn-1 + Y sl, 
Y.=Po. Yy=PFwy, j¡=2:, 3.24, ...,N— 241, 
k=n,n—iA,...,1. 


Para ovitar la inversión de las matrices BB siendo dado 
py” y la multiplicación de pi” * por la matriz B al cal- 
cular Y,, haremos unos cambios, poniendo Pp =2BpS" y 
55 =BS$”. Entonces teniendo en cuenta la conmutativi- 


dad do las matrices A y 4, y por consiguionte, de las 
24 p a 
matrices (4— cos a LE E B) y B, las fórmulas escritas 
más arriba tomarán la forma (sc omite la raya encima de 
—(K) SU) R 
py Sj): 
9h=1 
sy» >Ss Cr. ns [ A] 2008 LG 2 A By" 
I=1 
x B O + Privalia), 
pa =05(py Ps y, y=2, 2.2%, .,..,N—2*, 
=1,2,...,n—Í, 


pj" =PF), 
2h-=1 

yY,= Y (4200 LGA By” x 
[=1 


IPP + a BY), gi PY 91D), 
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Y. =Fo, Yy=PFwy, j=2*", 3-2%1,..., N — 2*-1 

k=n,n—iA,...,t. 
Las fórmulas obtenidas goncran la siguiente modificación 
en el primer algoritmo: la fórmula (21) del $ 2 se sustituye 
por 


p= BP E Pan 


y en lugar de las ecuaciones (22) se rosuelven las ecua- 
ciones 


(4-2 cos EL b) 0,=0%1 2-18 

con la q calculada. Análogamente (24) se sustituye por 
SES A E 

y en lugar de (25) se resuelven Jas ecuaciones 


(42008 EL B) CI=Y+01, n-14- 


Por consiguiente, la etapa fundamental del algoritmo 
para ol problema examinado es la resolución de ecuaciones 
del tipo 


(42005 SUL p) v=F (8) 


con el segundo miembro F dado. Utilizando la definición de 
las matrices A y 1 con ayuda de los operadores de diferen- 
cias A y Ay, oblendremos, que (3) es equivalente a encontrar 
la solución del siguiente problema de diferencias: 


2 (1-- cos LAA ) Vv— ($ + 


hi A, 


1 
q E cos E 0) 


1SIS<M-—A, E 


Anotando esta ecuación por puntos, obtendremos el 
primer problema de contorno para la ecuación tripuntual 
escalar 


—Ubi HR 00; — Viri =23 Di. 1<!1<M -1, 
(10) 
ty = Uxy = 0, 
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donde 


a=2[14+5(1—0c08 522) |), 


b= Ult: 
a 
53— 134 (84 hj) cos EL 


El problema de diferencias (10) puede ser resuelto por el 
móátodo de factorización, ol cual será numéricamente estable, 
si se cumple la condición |a | > 2. Mostremos, que para 
cualesquiera h, y hz se cumple esta condición. ln efecto, 
si A, y kg son tales, que se cumple la desigualdad 


(211) 7 
107 1 —c08 GAL 


AA A — (11) 
SE ESE , 


entonces 0 < b< 0 y, por consiguiente, a > 2. Nolemos, 
que siendo la igualdad en (11), el coeficiente de vz,:, en (9) 
se anula y yv puede ser hallado de (9) por la fórmula explícita. 

Si (14) no se cumple, entonces para b es cierta la osti- 
mación 


b<— G/ (1—cos LZ2z) Fl 


y, por lo tanto, a < —10. La afirmación está demostrada, 

De esta forma, para resolver el problema de Dirichlot de 
diforencias con orden de exactitud aumontado so pucde apli- 
car el método de reducción completa con una esti mación 
O (MN Xx log, NV) de oporacionos aritmóticas. 


S 4. Método de reducción completa 
para otros problemas de contorno 


1. Segundo problema de contorno. Más arriba fue estudiado 
cl método de roducción completa para resolver el primer 
problema de contorno para ecuaciones vectoriales tripun- 
tualos. Comenzaremos el estudio del método para condiciones 
de contorno más complejas, examinando el segundo problema 
de contorno. Supongamos que se exige hallar la solución 
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del siguiente problema: 
CY, —2Y, =Po J=0, 
—Y ja + CY¡— Y jr =Fjy 1i<j<N—i, (1) 
—2LY ya + CY y =Fy, J]=N, 
donde N = 2r, n >0. 
El proceso de eliminación sucosiva de las incógnitas 
en (1) se renliza igual que en el caso de las condiciones de 


contorno de primer género. Precisamente, para los f pares 
tendremos las ecuaciones 


—Y ye HE CMDYy — Yyro = PS, j=2,4,6,... 
. N—2, (2) 
y para los j impares, las ecuaciones 
COY y =FS+Y js thY y )=1,3,5,....N —1, (3) 
dondo, como antes, se utilizan las notaciones 
FS = FS 4 CO FP A FS) CMW=[C00]2—2E, 
COC, FP=F,. 


Quedan no transformadas las ecuaciones del sistema 
(1) solamente para j =0 y j¿ = N. Eliminemos de Jas ecua- 
ciones indicadas las incógnitas Y, con números impares]. 
Para eso utilicemos dos ecuaciones adyacentes. Escribamos 
las ecuaciones para =0yj= 1: 


CY, —2Y,=F;"”, — Y + COY,—Y3=F 


Multipliquemos la primora ecuación por CC a la izquierda, 
y la segunda por 2, sumemos las ecuaciones obtenidas 
y hallaremos 


CwY,—2Y,=F;", (4) 


donde FP =C0F0?+2F;”. Análogamente obtendremos la 
ecuación 


— 2Y y o—2 + CWY y =Fy, (5) 


donde FF?=2FY. , 4 COPS.. 
Uniendo (2), (4) y (5), obtendremos un sistema completo 
ereducido» de ecuaciones para las incógnitas con números j¿ 
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pares, el cual tiene una estructura análoga a (1): 
COYy—2Y¿=F;?, ¡=0, 
—Y je OWMY)y— Y pro =Fy", i=L; 4, 5, .. N—2, 
a 2Y y, + CwmY y =Ñ Py, j= N, 
y un grupo de ecuacionos (3) para las incógnitas con números 
j impares. 
Continuando más adelante el proceso deserito de climina- 
ción de las incógnitas, después dol r-ésimo paso de exclusión 
obtendremos el sistema para Yo, y Y y: 


COmY,— 2Y y — y dE —2Y 0 -OMUY y — PR? (6) 
y las ccuaciones para determinar las restantes incógnitas: 
CU-NY, = FITO Y, +Y ¿gun 
j= 2%, 3.2), 5.2%, ,,., N—2%1, (1) 
k=n, n—í, e. .p 1, 
donde FS? y C(%% se definen por recurrencia para k=1, 
O E 


R = h-1 h- 
FS =cCcu DF) 12 o 


R-1 = 1 kh-i 
ES A CS API 


¡=2*, 2.2%, 3.8%, ..., N—2*, (8) 
PS =2F 4,4 COOP, 
Cm =[C4-01—2E. 


Así, hay que resolver el sistema (8) y Juego sucesivamente de 

las ecuaciones (7) hallar todas las restantes incógnitas. 
Aquí, como en el segundo algoritmo del método do roduc- 

ción completa, aplicablo al caso «(el primer problema de con- 


torno, en lugar de los vectores FS deoterminaremos los voc- 
Lores py y g4 enlazados con FS" por la relación 


ES E, CM pg + gs, 
j=0, 2, 2.2, 3.2%, ..., N—2%, N, 
k=0, t, o. 


(9) 
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De (8) hallaremos, como antes, que PP y g8 para 740, 
N pueden ser obtenidos por las fórmulas: 


A Y A 


O CS 
] =S »(k-1 
py =: pS 1) + >] 3 de 


gg = 2 pg + gn E no (10) 
¡=2, 2-2, ...,N—2, k=1,2,...,n-—1, 


(07 


45 
Hallemos ahora las fórmulas para py y gg” con ¿=0, N. 
Sustituyendo (9) para ¿=0 en (3), obtendremos para pea 
COM pg + q = COD [gen 42 po D+ 

+ COn ple) + 299. 
Eligiondo qf”? =2p8 +29) y teniendo en cuenta la 


igualdad (12) del punto 1 $ 2, encontramos la ecuación 
para pq” 


CU pg = CO peo o 2p4-p. 


Así, los vectores pi? y q) pueden ser hallados por las 
siguientes fórmulas recurrentes: 


cuysi-0 qe gun + 2p1>, 

pun = pen +s8 7, 

qe =2p" + 2goi=00, k=1,2,..., n, 
q Fo py =0. 


ss F,, py = 0. 


(11) 


Las fórmulas para p? y q se obtienen análogamen te: 
COS y gg 4 2 Pin 
Po =p SNS, 
a =2pP + 2967 a E=TL, Luis TA 
ay =Fn, Pmw=0, 


Así, las fórmulas (10)-(12) nos permiten haMar completa- 
mente todos los vectores pi” y qgf? necesarios. Queda por 
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(12) 


aliminar FI” de (6) y (7). Sustituyendo (9) on (7), obton- 
dremos las siguientes fórmulas para calcular los Y: 


=1y (R— = 
ca DE 1) sE gy 1) -|- Y ¡_oñ1 +- Y yo h1» 


Y y =pgD > EA (13) 
j= 23, 3.24, 5-24, ..., N— 21, 
k=n, n—1., ..., 1. 


Quedan por hallar Y, y Y y de (6). Pero primoro note- 
mos, que de (11) y (12) para k=hn se deduwcon las igual- 
dades 


ge. =2pp + 2928» qa = 2p0 4 2, 
es «decir 
a ay =2 (287 — Pp). (14) 
A continuación de (9) y (14) obtendremos, que 
ESO — FR = CO (pi — pd) + qn — qua = 
= (000 4-28) (PP — Po. 


Toniendo en cuenta la fórmula (12) del punto 4 $ 2, lendre- 
mos definitivamente: 


Pio PS = TADA Y (PA — pri»). (15) 


Utilicemos las relaciones obtenidas para hallar Y, y Y y 
de (6). Restando de la primera ccuación del sistema (1) 
la segunda, y teniendo en cuenta (15) y la igualdad (12) 
dej punto 41 $ 2, obtendremos, que 


(0004-22) (Y y— Y y) =100" 012 (Y — Y y) — 
=P -— Poy : = [07 1)2 (py — pa). 


Considerando, que C(?-» es una matriz no degenerada, de 
aquí ballaremos 


Y. = Y y + pg” — pro. (16) 


Sustiluyendo cl Y, hallado en la segunda ecuación del siste- 
ma (9), obtendremos la ccuación para encontrar Y » 


BOY y — PRO +Y 2 (py E pS n)») = ES BO pin Y. aye e 2pin 
dondo ¿BÚM=(M-.2£. Por consiguiente, si as 
tm =Y y— px, entonces Y y se puede hallar, resolviendo 
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la ecuación 
BO q + 2ppO, (y pot), (17) 


De (16) oblendremos, gue Y, se puedo hallar por la fór- 
mula 


Po po 40m, (18) 


donde tt% fue encontrado más arriba. 

Así, las fórmulas (10)-(13), (17) y (18) describen el método 
de reducción complela para resolver el segundo problema de 
contorno para las ecuaciones vectoriales tripuntuales (1). 

OBSERVACION. Si Y, es prefijado, es decir. si en lugar del 
problema (1) se resuelve el problema 


Y,  +4CYy— Y ¿41 ="Fp 1<j]<N—1, 
—2Y v.. +EY¡p =Fpy, j=/N, Yo == Po 


entonces no 0s necesario Calentar los vectores pi y q8, 
o Y y, como se deduce de (6) y (9). se encuentra mediante la 
resolución de la ecuación 


CUP PA Y Y Pq 0), 


Análogamente, si se da Y y, entonces no es necesario calcular 


los vectores pr. y q, y Y, se determina de la ecuación 


Conga gy + 2 y. Yo BI E go 

Para culminar la descripción del método de reducción es 
necesario indicar los procedimientos de inversión de las ma- 
trices CM y Bm = CM — 2. Para invortir las matrices 
CA-D se utiliza la factorización 


2%=1 
> o 21—1 


l==1 
(19) 
obtenida más arriba (véase (36) del $ 2). 

Notemos, que al cumplirse la condición (CY, Y) > 
3 2(Y, Y), todas las matricos C, ;-, son no degeneradas 
y, por lo tanto, es no degenerada la matriz C'*-M. Detengá- 
monos más dotalladamente on el problema de inversión 
de la inatriz DH. 
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De la definición de 2? y de la relación (12) del punto 1 
S 2, obtenemos 


Bm =C(M qa IF = (Co-m]2 AN AR = (COD 2.) (CO Ñ 216) = 
=[CO-D]J3 (COD 2E|=... 
coo [COMICO O, CA (C!*— 215) due 
= (CODEC La C+0»]2 (00) Te 2H) (A «po 2E) = 


n-1 
[1] CO-9(C—2E)(C +28). 
t=1 


Sustituyendo aquí (19), hallaremos Ja siguiente represonta- 
ción para la matriz: 


n-1 271 


E II EI (20) 


Así pues, la matriz 26? ha sido factorizada y la inversión 
de 204) puedo ser realizada mediante la inversión consecu- 
tiva de los factores. 

OBSERVACION 1. Se puede obtener una escritura más com- 
pacta de (20): 


Pan ll (C—2c0s 2 E) ; 
I=1 


(RSERVACION 2. De (20) se deduce, que la matriz 2 
será no degenerada, si se cumple la condición (CY, Y) > 
> 2 (Y, Y). Si oxiste un tal vector Y* <0, para el cual 
CY* = 2Y*, entonces 517 es dogenerada y es imposible la 
aplicación inmediata del método de reducción. FEyto os una 
consecuencia de la degeneración de la matriz del sistema (1) 
en el caso cxaminado. Realmente, on este caso el sistema 
homogéneo (1) posee solución no mula Y, = Y*, y por eso 
el sistema (1) no es soluble para cualquior segundo miembro. 
Si para este sogundo miombro existe la solución entonces 
ella no es única, y se delermina con exactitud hasta el 
sumando Y*. Una de las posibles soluciones se separa en la 
etapa de inversión de la matriz degencrada 486”. La situa- 
ción indicada tiene lugar durante la resolución del probloma 
de Neumann para la ecuación de Poisson en un rectángulo. 
Los problemas indicados során examinados con más detalle 
en el capítulo XIJ, dedicado a la resolución de ecuaciones 
reticulares degeneradas. 
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2. Problema periódico. Los problemas vectoriales tripun- 
tuales periódicos aparecen al resolver por métodos de dife- 
rencias las ecuaciones elípticas en sistemas de covurdenadas 
curvilíncas ortogonales: sistomas cilíndricos, polares y esfé- 
ricos. En el punto 3 del $ 1 se citan ojemplos de proble- 
mas diferenciales, para Jos cundes los esquemas de diferencias 
pueden ser reducidos al siguiente problema: hallar la 
solución de Jas ecuaciones 


OS la ad iI<]j<N —1. 

—Y yy HCYo— Y =p ¡20 Yy == Yo. 

El problema (21) lambién puede ser resuelto por el 
método de reducción completa. Examincmos el primer paso 
del proceso de eliminación de las io Como antes, de 
Jas ecuaciones del sistema (21) paraj =2, 4,6, ..., NY —2 


excluiremos Jas incógnitas Y, con números impares j por 
medio de dos ecuaciones contiguas. Obtendromos 


—F ja + OY) — Y j49 = Pr. ]= 
= 2, 4, .... N—2. (22) 

Queda por exciuir Y, y Y y ., de la ad (21) paraj =0. 
Para eso escribamos las siguientes bres ecuaciones del sisto- 
má (21): 

—Y,+CY—Yo=F, j=Í, 

—Y ya + CY ,— Y, =Fp j=0, 

—Y yoo + CYyar— Yin =Fy a ¡=N—1Í, 
multipliquamos la segunda ecuación a la izgnierda por C, 


sumemos las tres ecuaciones y lengamos en cuenta que Y y, = 
= Y,. Como resultado obtendremos la ecuación 


—Y w._, + CmY, — Y, = Fr, Y = A (23) 


(21) 


donde 
FP= FEOS COPA FA, CNO=C, FÍP=F,. 


Uniendo (22) y (23), ds un sistema completo para 
las incógnitas Y; con números j pares, el cual posee una 
estructura análoga a (24). Las incógnitas Y, con núlmneros 
j impares se encuentran de las ecuaciones usuales 


CWYj = PP 4 Ya Yy4a. ¿=1,3,5, 
A 
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Ej proceso de exclusión puede ser continuado más adelante. 
Después del ¿-ésimo paso del proceso de exclusión obtendro- 
mos cl sistema para Jas incógnitas Y; con números j múlti- 
plos de 2!: 
—Y yl + COY, — Yyual = Fi, 

j = 2, 2-2, 32. ..., N—2 
et ao COY— Y, =P, j = O, Yy=Yo. 
y el grupo de ecuaciones 
cuny, gn pr +Y,_ynua de Y jah 
E A O E 0 A A, O | 

(24) 


para enconbrar sucesivamente las rostantos incógnilas. Los 
segundos miembros Eso so definen rocurronlemente para 


k=4,2,....4n— 1: 
e) pi h=1) pp 1) (h-1) 
Py = PF Zyha1 +40 DF; =h Pyahoto 
j=2", 2.2, 3.2%, ..., N-—2", (25) 
de) grldi— 1 ci pili h- 0 
A TA 
Como resultado del (rn — 1)-ésimo paso del proceso de exclu- 


sión obtenemos un sistema respecto a Y, y Yira (Y y = 
= Yo): 


COn yy—2Y na =F 070, 
26 
—2Y ¿+ CooY na = a. (0) 


Rosolvicndo este sistoma, hallaremos Y, Yer-1 y Y y +- 
= Y... y en virtud de (24) las restanles incógnitas serán 
halladas como la solución de las ecuaciones 


cany, == py» > Y opt + Y ana 
j= 284, 3.291, 5.2%, .,.,, N—2e1, 


k=n»nz—iA, n-2,..., 1. 


Ántes de resolver (26), hallemos las fórmulas recurrentes 


para los vectores p$” y qY”, relacionados con Fj” por la 
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siguienle razon: 
PRO =C0) pg +34, 
E UA A 
Utilizando Jas fórmulas recurrentes (25) para FS? , 0Obtenomos 
COS a q da 
po pp sg, 
O A a E ss (27) 
j==2*, 2.2*, 3.2 rn...) N—2, kz=4,2,...,n—1, 
q Ps, p9=0, j=14,2..., N—i, 
de las cuales se cncuentran py y gy" para 330, y las 
fórntulas 
A 


N e ] 
(hi PRE ¡8 A su y al 


gi" => 2p:0 a qn GTI le — ze 2, ....»p rn TEA 1, (28) 


go Fo p9=0 


para encontrar pen y qy". 
Volvamos ahora a la rosolnción del sistema (26). De (27) 
y (28) pura k = n — 1 obtenemos las relaciones 
(n-— It 


Gon-3 = 2pon + gu +9 0, 
g(”- D-2ppA-104 gí”- 2) mp. qu? 


9-2 3. 2-2, 
de las cuales hallamos 
an O — qn? 2 (Pg — Pona?). (29) 


Hesternmos ahora de la primera ecuación del sistema (26) la 
segunda. Teniendo en cuenta (29) y la igualdad (12) del 
punto 41 del $ 2, obtendremos 


(COD +2) (Y —Y 2m-1) = | 
2 [C0-2]2 (Y  — Y qni) == Fo — Finas = 
= (0171) (py- » pa =P) + q ES 41 — e dh 


pre 
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Suponiendo qué C(-2 es una matriz no degenerada, de aquí 
obtenemos la relación 


Y na = Y — prov + Porro? (30) 
Suslituyendo (30) cn la primera ecuación del sistema (26), 
obtendremos 


(A 2E) Y, a PY -0__3 (pg- 1 — poza?) == 


qe (Co-o ts 2E) py 1) 4- qy- 1) | 2p!; 31%. 
Por consiguiente, Y y se puede hallar por las fórmulas 
BODA geo + 2 pu, , 
Beny =(C06-0--2E, 
Po o=ppo0 + to», (31) 
y Y an en virtud de (30) se encuentra entonces de la relación 
Y nz = PSazi? A (32) 


Lus restantes incógnitas se hallan sucesivamente según las 
fórmulas 


Y y = Yo, 

COME == go OY, gn Ys johas 

Y =p Yo, (33) 
p= 21, 3.241, 5.24, ..,., N—2., 
k=n—4A,n—2,..., 1. 


De esta manera, las fórmulas (27), (28), (31)-(33) des- 
criben el método de reducción completa para resolver el 
problema periódico (21). Para invertir las matrices C '4-D 
y Hf (n—1 ge utilizan las factorizaciones (19), (20) y además 
en (20) se necesita solamente cambiar » por n — 1 

Citemos la valorización del número de operacionos arit- 
méticas Q, que se exigen para la realización del método de 
reducción completa en el caso del problema periódico. 


O 
Designemos, como antes, mediante 9 el número de opera- 
cionos gastadas en la resolución de la ecuación C , ¡Y =F, 


y mediante g el número de operaciones complementarias 
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para resolver esa misma ecuación, pero con otro miembro 
doreccho F. La estimación se dá por la fórmula 


Q == GN loga N + (1,59 — 29 + TM) N — %Y + 
+ 2q — 14M. 
La comparación de esta estimación con la estimación (45) 
del $ 2, obtenido para el caso del primer problema de con- 
torno, muestra que los gastos en la resolución del problema 


periódico son prácticamonte iguales a los gastos en Ja rosolu- 
ción del primer problema de contorno. 


3. Tercer problema de contorno 


2.1 PROCESO DE ELIMINACIÓN DE LAS INCOGNITAS. Exarmi- 
nemos ahora el método de reducción completa para resolver 
el tercor problema de contorno para ecuaciones vectoriales 
tripuntuales 


(C + 20 fi) Y. ES 2Y, = Po, j = Ó, 
—Y iy +FCEY— Yji=F pj 1<j<NVN—1. (34) 
—LY yo +(0+2PL)Y vw =Py, ]=0SN. 
Suponiendo, que se cumplen las condiciones 4 > 0, P > 0, 
a + PX 0, introduzcamos las siguientes notacionos: 
CO=€, CP =C+2E, Ci =C-2PL, 
PP =P), 
y utilizándolas escribamos (34) cn la forma 
ES y 2Y, a ad j=0, 
—Y pa eL OOY)Y— Yi = FP 1<T<N— 1 
| (34) 
—2Y w<1 + CroYs = PX, TV 
Sea N — 27, El proceso de eliminación de las incógnitas 
para (34%) so realiza igual que para el sistema (1), el cual 
corresponde al caso E" = [1 = CM (a = P +- 0). 
Escribamos el sistema reducido, obtenido como resultado 


del n-ésimo paso del proceso de eliminación de las incóg- 
nibas 


cry, _— 2Y y = Po”, > 2Y, sl CY y ar PS, (6”) 
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y los grupos de ecuacionos 


cun y, Pg y Y loma + Y) ono (35) 
A A O 
he a A | 
para encontrar sucesivamente las incógnitas Y,. Aquí los 
miembros dorcchos FF” se detorminan por las [lórmulas recu- 
yrontos: 


(h (h=11 dk hoi; Rh-=1) 
FI" =P," yla E CO +F 49H 


HRDES Da e... .. N—2*, A Y ZE ...y n—iá, 
pg = COORD SGP, k=1,2,...,1. (37) 
pao = 2h —> AO EN k = Í, 2, EEE E (38) 


y las matrices SÓN C%? y CU, por las fórmulas 
Cm =Cu-ny— Le, k=1, 2, ...9 n—i, CO=(, 
Ci" = E 24, k=1,2,...,n, C¡P"=C+2dxE, 
(39) 
CS =CUNCF CPE, k=1, 2,...,n, C=C4-28BE. 
Del sistema (6) obtenemos las ecuaciones para doterminar 
Yo. y Y y. Do (39) se puede obtener. que EW, CY) y CM 
son los polinomios matriciales de grado 2% con respecto 


a una misma matriz C. Por consiguiente, ollas son conmu- 
tables. lor eso de (6) obtenemos las ecuacionos 


(36) 


DOwvYy FEF”, CPY y FR +2Y, (40) 
y las ecuaciones equivalentes a ellas 

DODY FRY, AUY PE 4 2Y a, (40) 
donde sc ha designado 

perro, COEM 12, (41) 

FEST =2F0 4 CFR, (42) 

Der — COPOS AE CHOCO" — AR. (43) 


De esta forma, para encontrar Yo y Y y se puede bncer 
aso de das ecnaciones (40) 6 (40). Utilizaremos (40). 


En lugar de los vectores FÍ” determinaremos los vectores 
Y y que están relacionados con P4 por las siguientes 
Pp q 1 $ g 
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expresiones: 


ES CP pgo + q, (44) 
FR-—CP po q, k=0,4,..., n, (45) 
pp+0 = 040) pat dp go+D, (46) 
FS? —= CO + gun, (47) 
J=2, 22%, ...,N—2, k=0, 1, 2, 

,rn—á. 


Obtengamos fórmulas recurrentes para pj? y q5”. Si 
¡+*0, N, entonces de (36), (39) y (47), suponiendo, como 


antes, la no degonoración de las matrices, obtenemos Jas 
fórmulas: 


cu-ns$- 1) == qy'- 1) | po A + Pintos 
po = pe-D + sf pie 
ay 2 po A a, (48) 


¡=2, 2.2%, ..., N—2, k=1,2,...,—1, 
qUe=rF,, ps a 0. 


Hallemos las fórmulas para pYY y q8% siendo k = 0, 
..., n +4. Sustituyendo (44) y (47 cn (37), y (44)-(46) 
en (41), obtondremos para k = 1, A 


CA go + go = CUE (CNO pg 


+ geo ap + 22 (49) 
y para k=n-+1 


DOM 4 gg = OZ (CL pg + q + 2p87") + 295. 


Blijamos q)? y qp+" según las fórmulas 
gg << 2pg9 42902, k=1, 2,...,2, 
apo pr + 2) a 

y ntilicemos las igualdades 
COPA ZE CUENCA, DRDARAE CPC, 

que resultan de (39) y (43). 
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Entonces, bajo la condición de no degenoración de C*-2 
y CM, (49) y (50) so pueden escribir en forma de la única 
ecuación 

CAT po = CT PO gg O 2h, 

le A Lo a 


Uniendo ostas eccuacionos con (51), obtenemos las fórmulas 
definitivas para calcular p(*%* y g£0: 


COS go apo, 
Pp = peo y se, k=4, 2, ....n+1, 


ge —= 204298 2P, k=1, 2, .... 5, (52) 


gun == 4pg+n + 296, 

ay” =Po, pj =0. 
Análogamente, utilizando (45), (47) y las relaciones recurren- 
tes (38) y (39%), obtenemos las Fórmulas para calcular pPw 
y qn: 

CES gg + pi 

Pg = pg 04 SN, 

q = 28) + 5 IN: le= Ty li io Ms 


-2h-11 


(53) 


Queda por excluir FS? de (35) y (40). Sustituyendo (47) 
on (33) y (43), (46) en (40), obtenemos las siguientes fór- 
mulas para encontrar Y;: 


DRDS gro, Y pr nr sn, (54) 
cunsy- 0 IPR Y lan Y y gto (56) 


ES 1) h-—1) 
Y =p 2048970, 
=2'1, 3.2874, ..., N—241, k=n, n—4,...,1. 


Así, las fórmulas (48), (52)-(56) describen el método de 
reducción completa para resolver ol tercer problema de 
contorno (34). 
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OBSERVACIÓN 4. Si utilizamos las ecuaciones (40) para 
hallar Y, y Y y, entonces introduciendo en lugar de p("+*) 


y qp+0 los voctoros pe+D y ga+D, relacionados con 
FRY por la expresión 
E A 


obtondremos de (38), (42), (44) y (47) las siguientes fórmulas 


para enconbrar po Y qN: 


CLUSN — A 2 gli 

pp = peon +S 7, k=1,2,...,n+1, 

Y =2p 9 +29 6 ha, h=1, 2, -.., 7, (53) 
gut pr 2900, 

aw =Fy, pS ==0. 


Las fórmulas (53%) sustituyen las (53). Ya que en este caso 
no es necesario calcular el vector FF+D, por consiguiente, 
tampoco los vectores pf"+1 y qgí+P, onlonces Jas fór- 
mulas (52) se reemplazan por las siguientes: 


cts, quo Dn 2 pl, pia ES peon son, 
gy —2 py 04292", k=4, 2, ...,1, (52*) 
qa =Fo py =0. 


De (35) y (40) obtenemos las fórmulas para hallar Y, 
y Y y: 


Grs ga, Y =p OSO, (551) 
COS q 2 Y y, Yo =p +5". (541) 


Las restantes incógnitas se encuentran de acuerdo con (56). 
De este modo, las fórmulas (48), (52')-(55') y (56) también 
se pueden utílizar para resolver el problema (34). 
OBSERVACION 2. Si Y y está prefijado, es decir, si on lugar 
de (34) se necesita resolver al problema de contoruo 
(+ 2aE) Y —2Y, =Fp ¿j=0, 
o a O O E E 
Yy=Fy, j=0QV, 
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entonces el método de reducción completa en esto caso se 
describe por las fórmulas (48), (52%), (54%) y (56). Si ostá 
dado Y,, es decir, si so resuelvo el problema 
—Yj)  +CY,—Yje=f), I<¡<V—Í, 
—2Y y + (€ 4 2P£) Y y =Fy. j=N, Yu Fo 
enlonces el mélodo se describe mediante las Fórinnlas (48), 
(039, 65, y (56). 

3.2. YACTORIZACIÓN DE LAS MATRICES. De (39) y (43) so de- 
duce, que CY, CP y C4 son los polinomios matriciales 
de grado 2% y Z"+D de grado 27+!, eon respecto a la ma- 
triz C, con coeficiente de mayor grado igual a 1. Factorice- 
mos ostas malrices teniendo en cuenta Ja necesidad de su 
inversión. Para ollo obtendremos una representación explí- 
cita de estos polinomios mediante polinomios conocidos 
y estudiaremos ol probleima de hallar las raíces de los poli- 
nomios indicados. 

En el punto 2 del $ 2 se mostró, que las CU se expresan 
a travós de los polinomios de Chebishev de primer género 
de la siguiente forma: 


.f? 1 1 me 
CO=>2P 1 ($0), k0,4,.... . (57) 
Más adelante, de las relaciones (39) hallaremos 
A AA A E 


h-) R-) 
E = 11 CO pc; — 001] = 20 |] CO. (58) 
=> mas () 


Ya que tiene lugar la igualdad 
h-) H- 


[[ c- 7 Tu ($0) =0 59, ($0), 
(=0 lO 


donde U,, (7) es el polinomio de Chebishev de segundo géne- 
ro, entonces de (58) obtenemos la siguiente representación 
para C%: 
e 1 1 
CS? =2T q (y C)+2002_, (30), 
ESO Moi (59) 
De inodo análogo obtenemos la representación para Cf: 


CS? =27T, (+ C) + 280 yn, (+50), 
E=0, 1, ... (60) 


A continuación, sustituyendo (59) y (60) en (43), tendremos 
gero =4[T y (+ Cc) 424 
+4(0+B) 7,1 (30) Vga (30) 
+40 [Un (30). (6%) 
Coma tiene lugar la igualdad 


1 — Tn) = Una (2) (1 — 22, (62) 
entonces de (61) obtonemos 


2 
+4(a+P)T (70) ]. 


DODU 2, (+ €) [ (C?+40pE —4E)Ugn_, (5 c) + 


De osta forma, hemos obtenido la representación para C%, 
CM, CL y Din+d mediante polinomios conocidos. Ya 
que las raíces de los polinomios de Chebishev de primero 
y segundo género son conocidas, entonces de (57) y (62) 
obtenemos 

yk 


Cm = Ñ (C—2c0s E E) , 
l=1 


274 
gu [| (0200857 £) | (0? + 40BE —4E) x 


I=1 


x Unn_, (+70) +4(a0+B8)P¿n (70) ]. 


Por eso de aquí y de (59), (60) se deduce, que nos quedan 
par hallar las raíces «dle los polinomios, 


Pm (1) =21 m (7) +20U ms (7) 
Om ()=27 m (5) + 28Um-s (=7 ] (63) 


m=2*, k=0, 1, ..., n—Í, 
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los cuales corresponden a los polinomios matriciales C(' 
y C40, y las raíces del polinomio 


Rana (0) = (044084) Uzn_, (7) + 


+4(2+8B)T20 (+), — (64) 
el cual genera al polinomio ZR+1), 


Este problema puede ser resuelto de dns maneras, El primer cami- 
no consiste en ulilizar mno de los méindos para hallar aproximada- 
mente las raíces de un polinomio y el segundo camino consiste en la 
reducción de este problema a la búsqueda de todos los valoros propios 
de ciertas matrices tridiagonales. Detengámonos más detalladamente 
en el segundo procedimiento. 
| Desigucmos mediante Sa (A) el siguiente determinante de b-éstmo 
orden: 


A+2a 2 00....0000 
1 440 ....0000 


Ú 14d .000.0 
SHÍ)I=| ......... co... |] h>2 

0 000 114410 

0 000 0141021 

0 000 001Aa 


y pongamos S, (A) =A + 2. De Ja definición y la estructura de Ja 
juatriz correspondiente a S, (A) hallaremos relaciones recurrentes 
para Sa (A): 


AE e 


Utilizando las rolaciones recurrentes para los polinomios de Chebishev 
(vénse el punto 2, $ 4, cap. 1). 

Par) = 2, (0 Tal RA Tia =1, 

On+i (2) = 280, (6) — Una lod) Uno 2r, Up (r) =1 

y las relaciones (65), ohlendremas lu representación de Sm (4) mediante 


los palinomios de Chebishev: 3, (A) = 27, (5) + 248 m1 (3) R 
nm > 4. Comparando esta expresión con (03) encontramos, que las 
raíces dol polinomio Pm 0 coinciden con las raices del determinante 
Sm (4), el cual depende de 4 cómo de un parámetro. 

El problema de encontrar las raíces de Sy (A) es equivalente n la 
búsqueda de aquellos valores del parámetro A, para los cuales el sistema 
de ecuaciones ulgebraicas 


Yia + Ay 4 Yi+t =0, iSi<m—Í, 
(A + 20) Yo di 241 > 0, 10, (66) 
Ym =0 


(85) 
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asce solución no nula. Daremos otra forma de escritura para (66). 
Itilizando Ja notación para la seguada derivada de dilerencias 


4 1 
a (Ue. i—UY- )= 35 Wir — 24 | y-1), 


xx, x, i 


volvamos a escribir (06) en la siguiente [ornsa: 
ye Huy =0, 1 < Í < m—i, 


2 2a. Ed 
Ye URI, ¿=0, Um =0, 


dondo 4 y p están relacionados por Jas expresiones 4 -- pu — 2. Así, 
para, encontrar las raíces del polinomio CP es suficiente resolver el 
probiema (60%) para ww = 2k,k=0,4f, .... 
Por unulogía con lo expueste más arriba se puede mostrar, que 
Aa raíces del polinomio Q,, (tf) se encuentran de la solución del pro- 
ema 


Ya FNY=0, 1<:i<m-—1, 


2 28 E eN (67) 
— 7 YE AMO 1, 0, 


al mismo tiempo la relación A = p4? — 2 determina estas ruíces. 
Paru encontrar las raíces del polinomio Puna (£), definido on 


(64), es necesario resolver el siguiente problema en valores propios: 
ya Fly =0, i<i<2r—1, 


2 - 20% 
my Yx + Ty uy =0, 1=0, (68) 


2 2 a Ena 
— TFT, i=2”, 


y hallar las raíces de la igualdad A = A? — 2. 

Observemos, que para resolver los problemas (06)-(68) se puede 
utilizar el conocida QA—algoritmo de resolución dol problema com- 
pleto de valores propios, 


Capítulo 
IV 


Método 
de separación 
de variables 


En este capítulo se estudian variantes del mútodo de separación 
de variables que se aplica para encontrar la solución de las ecuaciones 
elípticas relículares más simples en un rectángulo. En el 3 4 se expone 
el algoritmo de la transformación de Fouricr discreta rápida de fun- 
ciones reajes y com rá En el $ 2 so examina la variante clásica del 
método de separación de variables que utiliza el algoritmo de la trans- 
formación de Fourier. En el $ 3 cstá construido vn métado combinado, 
el cual comprende la reducción incompleta y la separación de variables, 
Se examina la aplicación «de este método a la resolución de problemas 
de contorno de diferencias para la ecuación de Poisson de segundo y 
cuarto grados de exactitud. 


$ 1. Algoritmo de la transformación 
de Fourier discreta 


1. Plantcamiento del problema. Uno de los métodos pa- 
ra buscar las soluciones de los problemas reticulares multi- 
dimensionales que admiten separación do variables es el 
desarrollo de la solución buscada en suma finita de Fourier 
sogún las funciones propias de los respectivos oporadores 
reticulares. La efectividad de este método depende esencial- 
mente de la rapidez con que se puedan calcular los coefi- 
cientes de Fourier de la función reticular dada y reconstruir 
la función buscada por los coeficientes de Fourier dados. 

Si por ojemplo, sobre la red o = [zr, =ih,O0O<i<N, 
AN = 1), que contiene N -+ 4 nodos, están dadas la función 
f(i) y el sistema de funciones ortonormalizadas pta (i), 
k=0,4,..., N, y los coeficientes do Fourier de la fun- 
ción f (i) se calculan por las fórmulas 


= 2 /(pr()h, =0,4,...,N, (1) 
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entonces para computar todos los coeficientes y, es suficiente 
(WN + 1) (VW + 2) operaciones de multiplicación y N (N + 41) 
operaciones de suma. 

En el caso general de un sistema de funciones (uz (¿)) 
arbitrario ésta es la cantidad mínima necesaria de operacio- 
nes aritméticas. En una serie de casos especiales, cuando el 
sistema ortonormalizado de funciones posee un tipo especial, 
el número total de operaciones aritméticas, necesario para 
el cálculo de las sumas de la forma (1), puede ser reducido 
sustancialmente. Nosotros examinaremos estos casos y mos- 
traremos algoritmos que permiten calcular todos los coefi- 
cientes de Fourier y restablecer la función por los coefi- 
cientes de Fourier dados con un gasto de O (NV In N) ope- 
racionos aritméticas. 

Pasemos a la descripción de los casos señalados. 


PROBLEMA 1. Desarrollo en senos. Sea w = (fryjh, 0 < 
<ji<N,AN = l) una red uniforme con paso % introducida 
sobre el segmento 0 <= < /. Designemos mediante w = 
= [2x, =jh, 1<j <XN —1) el conjunto de los nodos 
interiores de la red w. 

Sea 1 (5) una función real reticular prefijada sobre w 


(o A (£) definida sobre w y al mismo tiempo f (0) = f (NV) = 


Ea el $ 5 del cap. I fue mostrado que la función f (7) 
puede ser representada en forma del desarrollo 


N-1 


A ka j 
=$ Y vrsen EL, j=1,2,..., N—1, (2) 
h=1 
donde los cooficientes «q, se determinan por la fórmula 
N-1 
= Nissan, k=14,2,....N—1. (3) 
jon 


Comparando (2) y (3) encontramos, que los problemas de 
calcular los coeficientes q, de una función f (7) dada y de la 
reconstrucción de esta función por los (q,) dados se reducen 
al cálculo de N — 4 sumas del tipo 


N=i 
y= Nasntd, k=1,2,.... N—1. (4) 
j=1 


La fórmula (4) describe la regla de transformación de la 
función reticular as, 1<j<N — 1, definida sobre la red 
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to, en la función reticular y;, 1 <]< Ñ — 41. La interpre- 
tación algebráica de (4) es la siguiento: si designamos me- 
diante a = (4,,03,. . ., 4 y -) un vector de dimensión V — 1, 
entonces (4) describe la transformación del vector a al 
pasar de la base natura! a la base formada por el sistema de 
vectores ortogonales 


2h = (2, (1), 2h (2), ...) Za (N —1)), 22 (3) = 
kxj 


= son =——— e 
N 


PROBLEMA 2. Desarrollo en senos desplazados. Sea la fun- 
ción reticular f (j), que toma valores reales, definida sobre 
el conjunto w0*t = (fx, =jh, 1<j<N) (o sobre w y al 
mismo tiempo f (0) = 0). En el $ 5 del cap. [ fué mostrado, 
que tal función f (f) puede sor representada en la forma 


iv 
. 2 2k — 1) nj : 
f)=>3S Y qn sen EL, j=4, 2,...,N, (5) 
h=1 
donde los coeficientes q, se determinan por la fórmula 


N 
Pr = Yi Pyf (5) sen LESA m4, 2,0... N, (6) 


Jud 


4, 350, N, 
py 0,5, ¡=0, N. (1) 


Si Ja función f (j) ostá definida sobre el conjunto wm” = 
= [xy =h, 0<]j < N — 1) (o sobre w y al mismo tiempo 
f (VW) = 0), entonces el desarrollo análogo a (5) y (6) tiene 
la forma 


ds 2% — 1) a 
UN—=P==F Ez 


Pi SON —— GT y j=1, 2d (S) 


1 


¡Mz 


N 
Pr = S Pf (N — 3) sen LEIA | de=1, 2, A ÑN, (9) 


j=1 
donde la función py está definida en (7). 
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De (5), (6), (8) y (9) se deduce, que aquí aparecen pro- 
blemas del cálculo de sumas del tipo 


N 
n= Dj asen EL, k=1,2,...,N, (10) 


j=1 
N 

yy = Y, an son EAZIL, j=1,2,....N. (10) 
hai 


PROBLEMA 3. Desarrollo en cosenos. Sea f (f) una función 


real reticular definida sobre la red «w. Entonces para la 
función f (7) tiene lugar el desarrollo 


N 
1D0=+Y Prpa cos L, ]=0, 1, ...,N, (11) 
A=0U 
donde 
N . 
Pu = D pjf (cos EL, =0, 4... Ny (42) 
j=0 


y py, está definido en (7). Do las fórmulas (11) y (12) se 
deduce el problema del cálculo do sumas dol tipo 


N 
Un = Y) a, cos EL, k=0, 1, ..., N. (13) 
¿=0 ] 


PROBLEMA 4. Transformación de una función real periódica 
reticular. Soa la red uniforme Q = (zx, = jh, j =0, +1, 
+2, ..., NA = 1) con paso A prefijada sobre el eje —o < 
< 1 < 00. Supongamos que sobre la red $ está dada una 
función reticular periódica con período N 


ÍUOI=fU+NM, J=0, H1,..., 


a cual toma valores reales: en el $ 5 del cap. 1 fue mostrado, 
que para 0<]<N — 1 la función f (j) es representable 
en la forma (para N par) 


N/2 N/2-1 


m=+I[3 PrPr COS E + > q son GL, 
h=0 hu () 
J=0, 1, ..., N—1, (14) 
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donde los coeficientes Q, y Q, se definen por las fórmulas 


N-1 

Pa = SN] f(1) cos EL, k=0, doo“, (5) 
sa 
a 2k1j N 

Pr = 2 161) sen > k=1,2,..., 31% (16) 


y la función p, es 
A, kX0, N/2, 
PRE 10,5, k=0, N/2. 


Las fórmulas (14)-(16) nos conducen al problema de cal- 
cular sumas de los tres tipos: 


N/J2 N/2-1 
= Y a¿cos <L + $ a,son a 
j=0 =1 
(17) 

A A EN 

N-1 | 
Ya = y a,cos e o == OS de VEZ: 

cl pen 
Un = », asen EL y, k=1,2,...,N/2—1, 

j=1 


y a su voz los cocficientes a, en las sumas (18) son los mismos. 

PROBLEMA 5. Transformación de una función compleja pe- 
riódica reticular. Supongamos que la función reticular f (7) 
con período N, definida sobre la red Q, toma ahora valores 
complejos. Entonces para 0O<j<N — 1 la función f (7) 
puede ser representada en la forma 


4 N -1 24, a 
HI=F Y ent No, j=0,14,....N—1, ¿=V-—1, 
h==0 


(19) 


donde los coeficientes complejos «q, están definidos por la 
fórmula 
N-i _ 2x4 P 
P= De NS, k=0,4,...,N—41. (20) 


7=0 
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Notemos, que va y adomáz, 
-1 _2Anj 


Pr» = pa MEN", k=0,14...,N—1. 


Por eso el cálculo de los coeficientes q, y la reconstrucción 
de Ja función f (7) se reduce al cálculo de una suma del tipo 
N-it 2h é 
Ya = 2 eje No, k=0, 1, ..., N—i (21) 
jun 


con a, complejos. 

Así pues, nos es necesario construir alroritmos para cal- 
cular sumas del tipo (4), (10), (13), (17), (18) y (21), que 
requieran de una cantidad menor que O (N?) de operaciones 
aritméticas. Muy sencillamente se construyen algoritmos 
para el caso, cuando Y es una potencia de 2: N=2r, 
y nosotros nos limitaremos solamente a este caso. 

2. Desarrollo en senos y senos desplazados. Examinemos 
detalladamente ol algoritmo de cálculo de las sumas (4), 
suponiendo que Y = 2”. En este caso (4) posee la forma 


2-1 


Ya = Y ay sen, k=4,2,...,22-4, — (22) 
j=1 


donde se ha introducido la notación aj” = aj. 

La idoa del método consiste en que en la suma (22) los 
términos con un factor común se agrupan antes de realizarse 
la multiplicación. En el primer paso del algoritmo se agru- 
pan los términos de las sumas (22) con índices j y 2? — ] 
paraj=141,2,..., 2% — 4, y al mismo tiempo se utiliza 
la igualdad 


en HE — (— 411 son EL. (23) 


Para esto escribamos (22) en forma de tres sumandos 


aia 
KxIj 
Yr = > ay” sen 31 E 
jua 
2-1 ' rn 
0) An (0) 
+ Y aj” sen Em + ana sen == 
23094, 


214 


y realicemos el cambio j' = 2” —j en la segunda suma. 
Teniendo en cuenta (23), obtenemos 


2n-1,, 1 
E knj 
Ya = y [a + (— 4) tafa_a) sen e + 
ji 
+ aÍm-1 son ho ' (24) 


Si designamos 


as = aro ala 


=j! 


aa =P a J=4,2,..., 214 


j? 
1 0 
aa af, 
entonces de (24) tendremos 
gn-1 


Yara = Di ag2_ ¡sen EZPZL, k=1,2,..., 271, (25) 
ju 4 
¿ny 


ga= Y a senjar, k=1,2,..., 211, — (26) 
i=j 

De esta manera, como resultado del primer paso tenemos 
dos sumas del tipo (25) y (26), cada una do las cuales con- 
tiene aproximadamento dos veces menos sumandos que la 
suma inicial (22). Además, las sumas del tipo (26) y la suma 
inicial poseen una estructura análoga. Por eso a (26) se le 
puede aplicar el procedimiento de agrupación de los suman- 
dos descrito más arriba. 

En el segundo paso, al igual que más arriba, con ayuda de 
una partición de la suma (26) en tres sumandos y teniendo en 
cuenta la igualdad (23), donde n se cambia por n — 1 


se agrupan los Erica de la suma (26) con índices j y 2? — l 


—j para j=1, ., 28-24. Como resuliado del 
segundo paso en REA de (26) obtendremos 
gn=3 
Ya(2n-1) = S, aña son LEAL » k=1,2,...,2%3, 
j=1 
(27) 
"5 
Yos, = Y a sn, k=4, 2, ..., 2724, (28) 
jet 
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donde 


Y 1 
aj” = as' =S ala -j 


Ana _ ¿20 +01 j=1, 2, ...7) 2gn24, 
a = ¿m2 
De oste modo, el problema inicial (22) es equivalente al 
cálculo do las sumas (25), (27) y (28). La fórmula (28) pór- 
mite calcular y, para los k, múltiplos de 4, (27) — para los k, 
:múltiplos de 2, pero no múltiplos de 4 y la fórmula (25) 
se utíliza para calcular y, con %k impar. 
Continuando el proceso de transformación de las sumas 
quo aparecen, obtendremos como resultado «del p-ésimo paso 


ga? 
2k — 1) nu 
Yos-112h-— 1) == y aan =) sen A 
junt 
ka=4, 2, ...,2%* s=14,2,...,p, (29) 
27P 
yrn= Y «Pen, k=1,2,..., 29P—1, 
j=1 


donde p =1,2,...,n —4A y los coeficientog ar So 
determinan por recurrencia 

( - = 

ay =aP 9 — apta, yo 


(p).  ¡p9-1) (Dp-1) 
Coyn-p+1 E E a) + Con-p+_ js 


jed, 2... 2994, (30) 
aun p == ap), put, 2,..., n—íÍ. 


Poniendo p=n=—i en (29), hallaromos 


1 
e (n-1) mM (n-1) 
Yon = » aj son => =01 ¿ 


Í=1 
pa (31) 
(a (2k — 1) =u/ 
Yaran 1) > ayn-s.1_ ¿Sen — 
Íi=1 
a A 
para s=1,2, ..., rn —41. 
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Así, ol problema inicial (22) ha sido reducido al cálculo 
del (rn — 1)-ésimo grupo de las sumas (31). La transforma- 
ción necesaria para esto de los cooficientes aj” se “describe 
mediante las fórmulas (30). 

La segunda etapa del algoritmo consiste en la transfor- 
mación de las sumas (31), las cuales después do sustituir para 
cada s fijo 


20 (1) = y a k=1, 2, ..., 29, 
10 (1) = = A j=1,2, ...,2*”, 
l=n—.8, eS 2... rn—Í. 


se escriben en la siguiente forma: 


yl 
29 (1) = 3,857 (1) sen ERE, hi1, 2, 0.., 2, 
jas 
(32) 
donde ! = 1, 2, ., n— 1. Aquí los cooficientes »5% (1) 


y las funciones zo (1) deoponden del indice 1, pero como 
nosotros expondromos el método de cálculo de la suma (32) 
para 1 fijo, entonces este indice ha sido omitido on todas 
partes. 

Ocupémonos de la transformación de la suma (32). 
Representémosla on forma de dos sumandos, separando los 
términos con índicos f pares e impares: 


yt-1 
z — 1 ¡ 
(1) = Y] 59 (1) sen EL 
j= 1 
y!-1 
eL S, Da (1) sen A a (33) 
jui 
Utilizando la igualdad 
2k— 1) (2-41): k— 
son PERSIA 4 sen EQ — 
2k-— 1 2k — 1) (21 —1) Tu 
2008 LEGDL y sen £ pe ) , 
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escribamos el segundo sumando en forma do dos sumas 
gi-1 


>) db 1 (1) son 5 (2k—1) (21 _ 


21+1 
Jon 1 
9(=1 
1 2k—1) nt 
> aval Y 0 (1) son EGP 4 
200 —— ju=l 
g!-1 


] k—4) 1 — 
+2 biz s (1) son LEAR 


E 1 o (2k —1) n 
o 2 c09 A T (bzt- (1) sen y) US 
2d 
+ Y (0%41 (1) + 037- 4 (1)) sen EA ) - (34) 


l=»l 


Aclaremos, que en la segunda suma, situada en los corchotes, 
fué hecho el cambio del índice j = J' + 1. 
Designemos 


$9 (1) 581 (1) + 09% 1 (4), J=1, 2, ..., Li, 
beta (1) =b28_, (1), 
by (2)=0% (1), J=1, 2, ...271 

y sustituyamos (34) en (33). Obtenemos la expresión 


y1-1 
zj0 (1) = y Ds" (2) sen EA 
al 
j 91-1 
1 0 2k — 1) uy 
+ —— nr — Y 1) son AZ pz, 
2 Cos HT jund 


válida parak=4, 2 ..., 2%. Poniendo aquí en Jugar do 
k ol indico 2'-—k-+p1, obtendremos 


211 
22-21 (1)=— Y 05” (2) sen EA 
dd 9-1 
1 E 2k—1) nj 
sE Epa Ad (1) sen GAL, 
2 cos — 7 — $1 
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Por consiguiente, si designamos 


yg I-1 
24” (s) = Y 63" (s) sen EE e. 
j=1 


k=l, 2 a a, sl 2 


entonces la suma inicial zf” (1) puede sor calculada por: 
las fórmulas 


24> (4) =24 (2) NOIA LI a (1, 


qe 
gio) Gi da A 1> 
olla (ea elos 9 cos HD 24" (1), 


91+1 
k=4, 2, ..., 21, 


De esta forma, el primer paso ha proporcionado la aparición 
do las sumas 2)? (1) y z1'” (2), cada una de las cuales con- 
tiene dos veces menos sumandos, que la suma inicial z2í” (1), 
pero tiene la misma estructura que 2%” (1). En virtud de 
esto el proceso de transformación de la suma inicial descrito 
más arriba puede ser aplicado por separado a las sumas 
24? (1) y 2 (2). Como resultado aparecerán las sumas 
zp 6, s=1, 2, 3, 4, que conservan la estructura de la 
Suma inicial. Continnando el proceso de transformaciones, 
en el m-ésimo paso obtendromos las sumas 


gl-m 
20 (s)= DN DS” (8) sen AA (35) 
Í=1 
E A A E, O A 
para cada m=0, 4d, ..., l, donde los coeficientes ÓN (s) 
23m 


se determinan por recurrencia para s$s=1,2,..., 
según las fórmulas 


097 (281) =D (8) —0L7 20 (5), 
e O a E A 


Am (2s — 1) == 0 Emt_, (Ss), m=4,2, ...,l, (36) 
py (25) =577P (8), j=1, 2, ..., 27, m=1, 2, ..., l. 


A su vez las sumas del m-ésimo paso están relacionadas 
con las sumas obtenidas en el (m — 1)-ésimo paso, por las 
siguientes fórmulas: 


m-i)x _ ,(m) a gm on 

zh (s) =2É (25) + 200 TED m (25-41), 
)i-m+2 
qomo a (0) 207 (25) + —— a (294), (87) 
2 +1 (8) = —z La rpOR ur £ A 
DEMAS 

k=4, 2... 20, s.=1,2 ... 29, 

e A A 
Poniendo m = l en (35), obtendremos 
20 (s) = 000 (5), 3s=4,2,..., 2. (38) 


Así pues, las sumas z'” (1) se calculan de la siguiento forma. 
Partiondo de los coeficientes. dados 3% (1), 1<j=<2', 
por las fórmulas (36) so computan en total los coeficionte- 
6 (s), 1 <5=< 2!. En virtud de (38) ellos se utilizan des- 
pués en cal alidad de datos iniciales para las relaciones recu. 
rrentes (37). Poniendo en (37) sucesivamente m = 1,1! —4,..s 
, 1, obtendremos como resultado z5f” (1) y, por lo tanto, 
Ya! 2k-1 » 
Do esta forma, el algoritmo del cálculo de las sumas (22) 
se describe por las fórmulas (30), (36), (38). 


OBSERVACION. En las relaciones recurrentes (37) se puede ovitar 


2k—1) n 


la división por 2c0s ( a por medio de la sustitución 


m7) (5) == sen > pd wn (a). 


En este caso las fórmulas para calcular tw”? toman la forma 


Win 1) (4) =2 cos a 7 (25) af (254), 


Co PA 11 0=—200 HR fm) (25) 4-10 (254), (89) 
k=1, 2, 2... di ==, 2, ..., qn meat, lA, ..., t, 
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al mismo tiempo AN (a) =0P (s), s=1,2, ..., 2! y 


EA, ki=1, 2, .... 2. (40) 


zo) (1) == son 
Contemos ahora el número de operaciones aritméticas 
que es necesario ejecutar para la realización del algoritmo 
(30), (36)-(38). Supondremos, que los valores de las funciones 
trigonométricas están calculados con anticipación. 
Un cálculo elemental da 
1) on la realización de (30) se exige 
n-1 
O= Y 2(2771)=2.22-2(n+4) 
p= 
operaciones do suma y resta; 
2) para 1 fijo en la realización de (36) se exige 


l-1t 
a= Y (209-4).2= (12) 28-144 


operaciones de suma, y en la realización de(37) se exige 


operaciones de suma y 
l 
q= Y 21m, 9mu1 —= 1.211 (41) 
m=1 
operaciones de multiplicación. En total las fórmulas (36) 
y (37) exigen para l fijo 
n= 7 +0 > (Bl— 29-280 44 (42) 


operaciones de suma y q) multiplicaciones. Para todos los 


¿=4,2,...,r — 4 los gastos constituyen 
n-—i n-i1 
0= YN gy= Y ((81—2)-21+1]=3 n27—4.2M4n44 
[nun 1 [1 
sumas y 
n-— 1 n-1 


Q= DD) a = Y) 12-1= 32% —2% +4 
i=1 l=1 
multiplicaciones. 
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De esta manera, el algoritmó (30), (36)-(38) sé caracteriza 
por las siguientes estimaciones del número de operaciones 
aritméticas: Q+ = Q, + Qs, = (8n/2 — 2) 27 — n +4 2 su- 
mas y Q, = (1/2 — 1) 27 + 4 multiplicaciones. Si no hace- 
mos diferencia entre las operaciones de suma y producto, 
entonces el número total de operaciones es 


Q = Q, + Q2 + Qs = (2 logs N — 3) N — loga N + 3, 
ÑN = 2n, 


Para comparar citemos la estimación del número de opera- 
ciones, que es necesario efectuar, para calcular todas las 
sumas (22) por sumación directa. Tendremos (2 — 41)* 
operaciones de multiplicación y (2? — 2) (27 — 1) opera- 


ciones de suma, y por todo Q = (N — 1) QN — 3). Por 
ejemplo, para N = 128 (n = 7) obtenemos Q = 1404 ope- 
raciones (de ellas 321 operaciones de multiplicación) para 
el algoritmo construido y Q = 32 131 operaciones (de ellas 
15 873 operaciones de multiplicación) para el algoritmo de 
sumación directa. 

Indiquemos, que la utilización de (39) y (40) en el algo- 
ritmo en lugar de (37) y (38) conduce a las siguientes esti- 
maciones del número de operaciones: 


0 = 5 a — 2) 29 — n +2 sumas y Q, = 3 2 — 1 mul- 


tiplicaciones, y en total Q = (2 loga N — 2) Y — log N + 1, 
9, 27, lo cual es algo más que en el algoritmo (30), (36)- 
(38). 
Así, está resuelto el problema 1 planteado más arriba. 
Examinemos ahora el problema 2 sobre el desarrollo en senos 
desplazados. Suponiendo que N = 2”, escribamos la suma 
que figura en el problema 2, en la siguiente forma: 


gn 
Ya =D, ay son E, =D ai (43) 
j=1 


Comparando (43) con (32), encontramos, que si en (32) pone- 
mos l¿= n, ontonces el cálculo de las sumas (43) por los 
senos desplazados es la segunda etapa del dicho algoritmo 
para calcular las sumas (22). Por lo tanto, si designamos 


a (1) = Yho> k=4A,L2,.. .*, 2”, 
BP (A) =ap) j¡j=1,2 ... 2, 
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entonces las fórmulas (35)-(38) para l = n describen el algo- 
ritmo del cálculo de las sumas (43). Poniendo l = n en las 
fórmulas (41) y (42), obtondromos las siguientes estimaciones 
para el algoritmo construido. 


O+ = Qn >= (rn — 1) 2” + 1 operaciones de suma y 


Q.=8% = 5 27 operaciones de multiplicación, y en total 


Q = Qlog N—1)N+4, YN =27, De esta forma, las 
sumas (43) se calculan aproximadamente con los mismos 
gastos de operaciones aritméticas que las sumas (22). 

Recordemos, que las sumas (43) se utilizan para calcular 
los coeficientes de Fourier de la función reticular a;,, pre- 
fijada para ¿=1,2, ..., N. Para reconstruir la función 
por sus coeficientes de Fourier dados es necesario calcular 
las sumas 


gr 
= Y asen EA, 24, 2... 2". (43") 


kui 


Utilizando para j>42" las relaciones 


(2k—4) aj _ 1 [ sen EA +8 ne 


sen 27+1 


s TN j 
2005 2n+1 
obtenemos 
gr 
1 k— 4) pel 
"== TL 4; sen yn AL ]= 
2.008 +1 =1 
2n_g El 
= aj? sen EL, j=14, 2, ..., 29, 
RECI 2 E 


2n+ 


donde los af? se calculan por la fórmula af”? = a, + Qa+,, 
k=4,2,..., 27 — 4. Comparando la suma obtenida con 
(22), encontramos, que el problema se redujo al problema 1 
resuelto anteriormente. 
Para el cálculo de y¿rn obtenemos la fórmula 
yn 9n-1 
Y, = 2 ar (1) = 2) (€an- 1 — an). 
h=1 kh=1 


Aquí la sumación se efectúa directamente. 
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Para el número de operaciones del algoritmo expuesto es 
válida la estimación Q = 2N log, N — logs ÑN. 

3. Dezarrollo cn cosenos. Examinemos ahora un algo- 
ritmo de resolución del problema 3 quo consiste en el cál- 
culo do las sumas (13), para N = 2”, Tenemos 

gr 
ya= YN aj cos EL, k=0, 4, ..., 2”, (44) 
J==0 
donde hemos introducido la notación af” = aj. 

El principio de construcción del algoritmo es mena 
el mismo que para el desarrollo en senos y consiste de dos 
etapas. En la primera sc agrupan primeramente los sumandos 
de lus eee con índices j y 2? — j para j=0,1,... 

, 2n-1 , luego A er con índices j] y 27 *—]j 


para J= O, PA "2 — 4 y así sucesivamente. 
Como resultado. 1191 p-éó3imo paso tendremos 
gN-1-1 
2k— 1) nj 
Vaart) 2 Asian, 00s A, 
j==0 
¿A A (45) 
A 
ext = 
Y,r, = D) aj” cos + == 0) Le AP, 
$=0 


Estas fórmulas son válidas para p 1, 2, ..., n. Los 
cooficientes af? se determinan por rocurrencia 
aaa 
ASA—prL_; = ajP-" — afitor —¿ ? 1) = O, 4 y..0./4 2? __ 4, (46) 


asp = aya, p=1, 2, e... p rn. 


Poniendo s=p=khk en (45), hallaremos 
Yo = ag + ax", qn — a? —af”. Yan-1=ag7, (47) 
y los restantes ya se encuentran por las fórmulas 
29-221 
(2k — 1)31] 


=0 


k=4, 2, ..., 2%, s=1, 2, ..., 1 —1l. 
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Los cambios para cada s fijo 
zx (4) = Yas-a2R 11 k==1, 2, ..., a 
bj (1) = a Hs. =0, 1d, ..., 2*—1, 


i=n=s, s=1,2,..., rn—Í 


-)? 


nos conducen al cálculo de las sumas siguientos: 
21-14 


2 (1) = Y) D3% (1) cos ESDEL, =1,2,..., 2, 
J=0 


l=1, 2, ... n=1 (48) 


La segunda etapa del algoritmo consiste en el cálculo 
de las sumas (48). Como antes, separando sucesivamente los 
sumandos con índicos j pares e impares, tendremos las si- 
guientes relacioney recurrentes: 

Za ds) =P (25) + 
2 


£ á 
Qk—D 7 24" (251), 
cos 


led 
(49) 
Zo 1=mer py 1 (5) =2k" (25) — PENA z4” (281), 
08 TAR 
k=1, 2, ..., 27, s=4, 2, ..., 271, m=1, 2, e 
para calcular 
9 m=1 
28m (s)= Y, 39” (8) cos A, 
q (50) 


k=1, 2, ÉS Pi x=1, Zi E 


coum==0, 1, ..., l. Los coeficientes bj”'(s) también se 
determinan por recurrencia paras =1,32,..., 27-*, co- 
menzando por 55” (1), según las fórmulas 


by" (2s — 1) = 8797Y (5) + DETEY (5), 

j=14,2,..., 22tae—4d, m=4,2,...,1—1, 
dim (28 — 4) = d/M-D (5), m=1,2,..., 1 (51) 
LE? (29) = 577" (s), 

¡j=0,14,..., 27H 4A,m=4,2,..., l. 
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Suponiendo m = 1 en (50), hallaromos los datos iniciales 
para las relacionos (49) 


20 (8) = 080 (5), s=12p2,..., 2. (52) 


Así puos, el algoritmo dol cálculo de las sumas (44), so 
describe por las fórmulas (46), (47), (49), (51) y (52). 

Un cálculo olemental del número de operaciones aritmé- 
ticas para el algoritmo construido da: Q, = (3/2n — 
— 2) 27 + n+ 2 operaciones de suma y Q,= (n/2 — 
— 1) 2” + 41 operaciones de multiplicación, y en total 


0 =Q+ +0, = (2log, N — 3) N + loga N + 3, 
N = 2, 


Notemog que, como en el algoritmo anterior, aquí en las rela 
clones (49) es posible la sustitución 
2k —1) 31 
mM (5) = son + an (e); 
en este caso de (52) se deduce que wi? ($) = pe (0d, s=Y4, 2... 
. e] . 
Las fórmulas recurrentes para 1w $8 (s) poseen la furma 


pfM= D ($) =2 608 Eur fro (25) + of (251), 


sd 2k—14) Tm 
EA 4 200 a (Of (2), 
kual, 2, ..p ym s=1, 2, da gm=1 m=i, 2, a L. 


4. Transformación de una función real periódica reticu- 
lar. El problema 4 sobre la transformación do una función 
real periódica reticular consiste en la reconstrucción de una 
función según las fórmulas (17) para coeficientos de Fourier 
a, y 4, dados y en encontrar los coeficientes para una función 
dada por las fórmulas (18). 

Sean dados los coeficientes de Fourier y sea N = 21, 
Entonces es necesario calcular las sumas 


grn-1 gn 
¿kn (0) 2knj 
Yn = », aj” cos e + JAS sen E, 
j=0 j=1 


k=0, 1, ..., 224. (53) 


Construyamos ol algoritmo correspondionte. Para esto 
cambiemos el índice k por 2” —% en (53). Toniendo en 
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¿cuenta las iguaidades 


2 (2rn—k): 2 
2 (27 —k) nj 2ksu 


obtenemos, que y so puede calcular por las fórmulas 
Yr = Yn “ Uno 
Yan» = Yh — Yh» he = 1, 2, . . »3 2¿n-1 — 1, (54) 


Yo = Yo» Yen = Yana, 


donde 
9y”-1 
y = Y) as” cos my » a A A (55) 
e 
h= Y aPsmi2L, k=1,2,..., 211. (56) 
J=1 


Así, el cálculo de las sumas (53) so reduce al cálculo de las 
sumas (55) y (50) y a la subsiguiente utilización de las fár- 
mulas (54). 

Comparando las fórmulas (55) y (56) con las fórmulas (44) 
y (22), oncontramos que las sumas (55) y (56) so pueden cal- 
cular por los algoritmos de los puntos 2 y 3, cambiando 
en ellos n por n — Í. 

Contemos ahora el número de operaciones aritméticas, 
necesarias para calcular las sumas (53) mediante el procedi- 
miento indicado. De las estimaciones del número de operacio- 
nes, halladas para el algoritmo del punto 2, obtonemos, que 
las sumas (56) se calculan con un gasto de Q4 = (3n/4 — 
— 7/4) 27 —n + 3 operaciones de suma y Q, = (n/4 — 
-— 3/4) 27 + 4 operaciones de multiplicación. 

Las ostimaciones del algoritmo del punto 3 dan los si- 
guiontes valores para las sumas (55): Q 4 = (3n/4 — 7/4) 27 4- 
-Fn + 41 oporaciones de sumas y Q, = (n/4 — 3/4) 22 + 1 
operaciones de multiplicación. Añadiendo aquí las Q,. = 
= 2n — 2 operaciones de suma gastadas en la realización 
de (54), obtendremos para el algoritmo construido Q, = 
= (3n/2 — 5/2) 2” + 2 operaciones de suma Q, = (n/2 — 
— 3/2) 27 + 2 operaciones de multiplicación, y en total 
Q = (2 logs N —4N +4, N =2r. 
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Regresomos ahora al cálculo de los cooficiontos de Fonrier 
de una función real periódica reticular. El problema con- 
siste en hallar las sumas 


2”-1 

Yn= Di ares Gpe, k=0,4,..., 274, (57) 
j=0 
2-1 


pa= Y af son HL, kt, 2,..., 2914, (58) 
j=.1 


donde a5” es una función prefijada. 

El algoritmo de cálculo (57) y (58) es cercano a los algo- 
ritmos de los puntos 2 y 3, pero soe diferencia por algunos 
detalles. Aquí en la primera etapa se agrupan primeramente 
los términos de las sumas (57) y (58) con índices j y 2n1 4 7 
para j=0,4,..., 277”? — 1, después con índices f y 
2n3 y j para j == = 0, 4h, ..., 2772 — 4 y así sucesivamente. 
Mostremos con más detalle el primer paso del proceso de 
agrupación sucesiva de los sumandos en el ejemplo de la suma 
(57). La transformación de la suma (58) se realiza análoga- 
mento. 

Asi, representemos (57) en la siguionto forma: 


gu. 1 a 24 En 
Yx = Ny aj” cos Ñ sel + > aso cos == dai 
jum0 j=2n- 1 


y efecluemos en la segunda suma una sustitución, poniendo 
j = 2n-1 + 3”. Esto da 


29m 
Ya = y [a+ (—1Pao_, dl cos Si , 
$=0 
A A 
Designando 
ay) =4 + at am 
a, PA me j=0,4,..., 2714, (59) 
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obtendremos en lugar de (58) las siguientes sunsas: 


a! 
2k— 1 e 
Y2h-1 = ») as, cos EE, k=1, es ...) PA 2, 
jul 
2714 
' 60 
ya= Y abc He, k=0, 4, ..., 2%, pe 
¿=0 
Análogamente on lugar de (58) obtenemos las sumas 
qrnatol 
= 2k— 1) suj Ed 
Yah-1 == >) a, sn E, le=1; 2, EAS an 2, 
ea 
¿may 
Ya = »> ay" sen da k=1, 2, ..., 221, (61) 
jet 


donde los as'' están definidos en (59). Gon osto está terminado 
el primer paso. En el segundo paso por el procedimionto 
descrito so transforman las sumas (60) y (61). Como resulta- 
do del p-ésimo paso tendremos 


gn-=3_41 
a Qk— 1) 7u 
Ygt-L2r-1) 2 y 005 FR y 
k=1, 28 ...p Ze s=1, 2, A A (62) 
2.-P.1 
Ya. — » ay) cos > a HO ars MEP 
j=0 
donde p=1, 2, ..., n—Í y 
ga-1_y 
+ (24— 4) se 
Y 912 - 1) = 7 Ae 7 son A, 
j=1 
k=1, 2, STE art s=Í, 2; O (63) 
28-P-1 
dam = Y aprsn EL, tim, 2, 0... 297P1 4 
jun 1 


donde p«*=1,2,..., rn — 2. Los coeficientes af? se en- 
cuentran por recurrencia según las fórmulas 


an ar A j=0, l, ..., 24, (64) 


a => y p=1, 2, ..., 2n 


229 


Poniendo p=r—A1 y s=p=n-—t on (62), oblenemos 
yo =ap- Dar D= af", 


= gp nt— 1) » 
Y na =a 10 —afr D=aw, (65) 
Yon-2 = a 1, 


y de (63) para p=r—2 hallaremos 


Gr a a», (60 
Los restantes Y, Y Ya se encuentran por Jas fórmulas 
an. 
ana Y A, os EA, 
jas () 
Da 
A 2 a, son LE, 


E A 
Roalicemos aquí unos cambios para s fijo: 


2 (Do Yara 24 (1) Y gema 1) 


kk, 2, ..., 27%, 0(1) =a2 


E 


f=0, 41, ...., 2 *—1, 
i=zn—=s, s=1,2, ..., n—2. 


Esto nos conduco al cálculo de las sumas 


21-4 
2k— 1) 30 
¿0(1)= Y 65% (1) cos LAIZZ, 
J=0 
2-1 
ZO (4) > S b50 (1) sen EA, (67) 
Ju] 


k=4, 2%, 1=2, 3, ..., n—1. 


ln la segunda etapa del algoritmo se calculan las sumas 
(67). Aquí, como en el algoritmo del puntu 2, estas sumas se 
transforman mediante la separación de los sumandos con 
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indices f pares e impares y la utilización de las jgualdades 


son 2D Qi 7 np LE D2in _ 
E Ed o m+l 
=2 2 2 my BO ; 
2k — 1) (2, —2) € 2k—4) 2/1 
cos AAA 4 cos A a 
a 2k— 1) 7 (2k—4) (2/—1) x 
e Esad EEE Eo 


para m=1, 2, .... Esto da las siguientes fórmulas 
recurrentes; 


ap (5) = 20 (25) + yx 2" (251), 


¿ vn 
2 cos y1-m+1 
/ 1 
ot- +1 
1 


m-D(s) = 3 (28) + 3m (25— 1), (68) 


vr 
ds ==” 
¿im- 1) 


Cl mp4 (s) == +" E )(2s—1), 


ges -m+1 
A A ii E E 


m=d, 2, ..., ¿—1 
para cl cálculo sucesivo de las sumas 


2-m.y 
2k—4 
¿m(s)= NN 8”) cos EE, 
j=0 
ale ms 
ES ZH— 4 ñ 
zm (s) = » pom (s) sn A, (69) 
j=1 
k=41,2, ... 2 mt, $=4,2 ..., 2% 
con m=0, t,. l— 1. 
Los cooficientes pe e in so determinan por ro- 
currencia para 3 = 1, y 2-1, comenzando por los 
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05 (1) dados, según las fórmulas 
ps" (251) =0877) (5) + DEJE 1 (5), 
A O O 


68 (2541) =D (5) — Dm (8), (70) 
y (25) =5877V (8), ¡=0,1, ..., 21, 
O A A A E 


Poniendo m = 1 — 1 en (69), obtendromos los valores ini- 
cialos para las relaciones (68). 


xo (== 5870 (5), ZO (=P (9), 
A A (71) 


Así, ol algoritmo del cálculo simultáneo de las sumas 
(57) y (58) so describe por las fórmulas (64)-(66), (68), (70) 
y (71). Notemos que, como en los algoritmos de los puntos 
2 y 3, aquí en las rolacionos (68) son posibles las sustitugiones 


zm) (s) = son ES Um (s), 


(2k— 1) z 


z(m) ($) = sen Sm wm (5), 


los cuales permiten evitar la división por 200 E. 


Un cálculo elemental del número de operaciones aritmé- 
ticas para el algoritmo construido nos da: Q, = 3n/2-27 — 41 
operaciones do suma y Q, = (1/2 — 3/2) x 2” + 2 opera- 
ciones de multiplicación y en total Q = (2 log, Y — 3/2) x 
xN+4, N=2”. 

De esta forma, el cálculo de los coeficientes de Fourier 
y la construcción de una función real periódica reticular por 
el algoritmo propuosto exigen O (NV ln NV) operaciones arit- 
méticas. 

3. Transformación de una función compleja periódica re- 
licular. Ixaminemos ahora el problema 5 sobre el cálculo 
de los coeficientes de Fourier y la reconstrucción de una fun- 
ción compleja periódica reticular. En el punto 1 fue mostra- 
do, que oste problema se reduce al cálculo de las sumas (21), 
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las cuales en el caso Y = 2” posocn la forma 
281 2R15 ¿ 


Y = Pa ae en y k = 0, Ll, ..., 2—1, (72) 


donde los af” son los números complejos. 

El algoritmo para calcular Jas sumas (72) so construye 
igual que el algoritmo del cálculo de los coeficionies de 
Fourier de una función real periódica. Kn la primera elapa 
se agrupan primeramente Jos términos de las sumas (72) con 
índices j y 22 * 4 j paraj=0,41,..., 2-1 — 4, luogo 
con índices j y 27 ?*+]3] para j=0,1,..., 22214, 
otc. Teniendo on cuenta la igualdad eri = (—1)*, obtone- 
mos como resultado del p-ésimo paso las siguientos sumas: 


gn—3_4 (2k - 1] ñ 
RN y (8) gn=—s 
Yas-ti2n-1) — ez Cone +3 
k=tl aa Sel Lia (73) 
2N-P_1 2hnj_, 
Yovr + > aspe pa , k=0, La ciese E 2 P4, 


=0 
donde los cooficientes af” se encuentran por las fórmulas 
recurrentes (64). 
Poniendo s = p = n en (73), tendremos 


Yo = 08%, — Ygn-1 = a(U (74) 
y los restantes y, se oncuentran por las fórmulas 
29N=S_ 1 CAD, 
— (a) » 2N- 8 
Yos-1.24-1) pa Con. y] 


k=b a y BS lo 2 ria 
Roaliceinos aquí unas sustitucionos para j fijo, poniendo 

00 (1) = Yer 241) k=1, 2, ...>) da 

$7 (1) =al0 ¡j=0,4,..., 21, 


2n-8+3' 
i=sn—=s, s=14,2, ..., n=, 
pasemos al cálculo de las sumas 
2; (2k — 1)104 á 
ZN (1) = 2 AUVldye Y ., k=1,2,...,2 (75) 


para l=1,2,...,rn—Í. 


La segunda etapa del algoritmo, la cual consiste en el 
cálculo do las sumas (75), se construyo, como antes, por 
medío de la separación de los sumandos con índices j pares 
e impares al usar las igualdados 


(2h—- 10242) (ut 11293m Did (2% 142) Mx 
pa ni =% T l— í 
e 2si—-mii 5 e 2 m+t Be 9 cos = = > e 21 in ] 


Tendremos las fórmulas recurrentes 


zm 10 (9) = zm) (25) + zm) (25 —1), 


1 
2 (2k—1) a 


3 yl-m+ 1! 
76) 
| mE / ( 
(m- 1) Jm a gm) ES 
ima ME CN Ca A 
9!-m+ 1 


A A A 0 A 
m=41, 2, ...,¿—1 
para calcular las sumas 


2l—m_y | (2 om, 
em (s) == 2, Blse 27 0, (77) 


Ek= tr IA SR a a 


para m=0, 1, ..., 1 —4. Los coolicientes 1f”? se cal- 
culan por las fórmulas recurrentes (70). Quedan por indicar 
los valores iniciales para (76). Poniendo m = l— 1 en 
(77), obtendremos 


Zi sb) (5) + 1047" (5), 


21 (5) 09 P (s)— INT ls), s1,2,..., 2 


(78) 
-1 

De ese modo el algoritmo para calcular las sumas (72) 
se describe por las fórmulas (64), (70), (74), (76) y (78). 
Ohservernos, que el algoritmo construido no contiene (a Ox- 
cepción do la fórmula más simple (78)) operaciones de multi- 
plicación de números complejos. Por eso en las fórmulas 
mostradas os fácil separar las partes real e imaginaria de las 
magnitudes calculadas. Esto es cómodo para la realización 
del algoritmo en una calculadora, la cual no posoo la arit- 
mótica compleja. Más adelante, en las relaciones (76) puede 
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resultar útil la sustitución 
(Qk—i1) n 


gm (s) = sen ¿a 


wm (5). 
Contemos ahora el número de oporaciuones aritmólicas 
para el algoritmo construido. Obtenermos QQ, = (3n/2 — 


1 , a z 
—>3) 2” operacionos de suma do números complojos y Q, = 


= (n/2 -— 3/2) 27 oporaciones do rnultiplicación de un nú- 
mero complejo por un número real. Si expresamos estos 
valores en términos del número de operaciones sobre núme- 
ros reales, ontonces obtendremos Q + = (3n — 1) 2” opera- 
ciones realos de suma y Q, = (n — 3) 2” operaciones reales 
do producto, y on total (Q = (4 logs NY — 4) N, N = 2» 
operaciones sobre números roales. Esta estimación supera on 
dos voces la obtenida on el punto 4 para el caso de una 
función real poriódica reticular, lo cual os natural, ya que 
en cl caso complejo examinado so trabaja con dos veces más 
números realos. 

Con esto terminamos el exámen de los algoritmos de la 
transformación de Fourier discreta rápida y pasamos a su 
empleo para resolver de las ecuaciones elípticas roticularos. 


S 2. Resolución de problemas 
de diferencias por el método de Fourier 


í. Problemas de diferencias en valores propios para el 
operador de Laplace en un rectángulo. En el $ 5 del cap. l 
fueron examinados los problemas de contorno en valores 
propios para el oporador de segunda derivada de diferencias, 
definido sobro una red uniforme en un intervalo. En ol caso 
bidimonsional los análogos de estos prohlemas son los pro- 
blemas en valores propios para el operador de Laplace de 
diferencias, definido sobre una red rectangular uniforme en 
un rectángulo. Utilicomos ell método de separación de varia- 
bles para buscar los valores propiosA, y las funciones propias 
Ha (¿, ) del operador de Laplace de diferencias 


A=A,+Az, DAY =Yz au = 1, 2. 
Sea o = (2, = (1h,, jhy) EG, 0<IS< NN. O<Í< 
< Na. RaNa = la, 0 =4, 2) una rod roctangulor uni- 
forme con pasos h, y hz definida en el rectángulo G =. 
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= (0 < ty < la, a = 1, 2). Como os frecuente, designa- 
remos medianto w y y los nodos interiores y de frontera 
respectivamente de la red «. 

El problema más simple en valores propios para el ope- 
rador de Laplace en el caso de las condiciones de Dirichlet 
se plantea así: hallar aquellos valores del parámetro 2, 
para los cuales existen soluciones no triviales y (x) del si- 
guiente problema: j 


Ay (2) + Ay (2) =0, zx€0, 
y (x) =0, ee y. (1) 


Buscaremos la función propia Ha (i, j) del problema (1) 
correspondiente al valor propio Ax, en la forma 


M0 D=AD (OR, k=(ks kz). (2) 


Sustituyamos en (1) la función pa(i, $) on lugar de 
y(2,)=y(t, 5). Ya que 


Ay, D= FG ly(+1, 9-24 (0, H+y(U—4 


entonces el operador A, actúa solamente sobre una función 
reticular, dependiente del argumento i. Análogamente el 
operador A, actúa sobre una función que depende del argu- 
mento j. Por eso después de la sustitución de (2) en (1) 
tendremos 


12 DAR (0 +0 (0 A (DAM (0 > (7) =0, (3) 
para 1A<i<N,—41, 1<j]< Na— 1, y además 
H4D (0) =p (V)=0, pl (0) =A (N2)=0. (4) 
De (3) encontramos, que 
A (a Año (1) 
ES EPR LAA, E 16 
TT TS dde 
Como el miembro izquierdo no dopende de f/, entonces tam- 
poco depende de j el segundo” miembro. Por otra parto, 
como el segundo miembro no depende de ¿, entonces tampoco 
depende de ¿ el primer miembro. Por lo tanto, los miembros 
primoro y segundo en (5) son constantes. Pongamos 
AsAÑi, (8) (Ak 6) (2) 2001202) 76 
Pen A pp 7 Ak, A =4%, +An, (6) 
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y afiadamos aquí las condiciones de contorno (4). Como resul- 
tado obtendremos los problemas unidimensionales roticu- 
laros on valoros propios 


AM +A rD=0, 1<i<N —1, 


1) 1) (7) 
ng (0) = 142 (NY ,) =0 
y 
Ajo + AR, O =0, 1<¡<N2—1, (8) 


go (0) = pr (Wa) =0 
Las soluciones do los problemas (7) y (8) fueron halladas 
por A anteriormente en el $ 5 del cap. I 


A . sen? = 
Ro e 


159 (1) =Y/ son Le A » ki=1,2,..., N,—1, 
som Y E son HL, ko=1, 2, ..., Na—1. 


Así, están halladas las functones propias y los valores propios 
del operador de Laplace de diferencias Á para el caso de las 
condiciones de contorno de OS 


pa =D (0 (=p sen E sen =p, 
(9) 


0<I<N,, init 


kon 
An = AM AM = ys pq sem a, 
ai 
donde kh =1,2,..., Na—41, a =1, 2. 
Observemos las propiedados fundamentales do las fun- 
ciones propias y los valores propios hallados en (9). Intro- 
duzcamos el producto escalar de funciones reticulares, defi- 


nidas sobre la rod w, de la siguiente forma: 


(u, v)= 2 u (2) v (2) A, (2,1) hz (22), 


xEw 


Bo (2a) = | 


0,5Rg, T¿=0, la, 
Pas Roa < Ta < la — ha: | 
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Si designamos 
(u, Uv) = Y uladv(ayñ.(r.), a=1, 2, (10) 
E 27 E0 q, 
dondo 
oy =(2,()=ih, 0<i<Np), 0: 
= [22 (1) =jhe U0<j¡<NVa, 


entonces es evidento, que 0=0, Xx 0 y 2,,= (2, (1), 22 (1), 
además 


(u, v)=((u, Da, Di, = (u, Wa, Da, (11) 
Recordemos, que en cl $ 3 dol cap. 1, fue señalado, que 
las funciones reticulares uh (1) y pk, (3) están orionormali- 
zadas en el sentido del producto escalar (10), es decir 
1, k.=Ma» 
SS ño Ba ho, mo AS Ka + Ma 


Por eso de aquí y do (11) so deduco la ortonormalidad del 
sistema do funciones propias pa (i, $) definido por las fór- 
mulas (0): 
6 [ l, k=m, 
(Ur Hm) = On, m= O, km, k=(k;s, ko), mes==(m;y, mo). 
Como el número do funciones propias pa (i, $) = 

= Hñy, dig (i, j) es igual a (NV, — 1) (V2¿ — 1) y coincido cón 
ol número de nodos interiores do la red w, entonces cualquier 


Función reticular f (i, j), dofinida sobre w (o sobre w y que 
$0 anule sobre y), se puedo representar en la siguionte forma: 


Ni—1 Ny-1 
602 2 ha ORO (12) 


I<is<N,—t, 1i<i¡<N2—1, 


donde los coeficientes de Fourier se definen de la siguiente 
forma: 


fi = fun, = f, yx) = 


N.-1 N¿-1 


a PA FE, DAI ke (13) 
k=4,2, ..., Ni—4, ha—1,2, ..., Na—1. 


Para los valores propios A, es válida la estimación 
Amin = AU =|-- y <A — Mas + Año <= AÑ 1 + Am — Amóxo 
donde 


2 
Amin = S ¿sena nda =>8 (F++3)> O, 


a Fl 
ar] 
S 4 h 1 1 
En LL eo2 N%a A (ar 3") 
Amáx 2 e Traba de + E 
QO= 


Examinemos ahora un ejemplo de un problema más com- 
plejo en valores propios para la ocuación de Laplace de dife- 
rencias. Supongamos que en los lados del rectángulo para 
11 =0 y x, = !, de antemano cslán dadas l«s condiciones de 
Dirichlet, y para 2 = 0 y 2 = ?y las condicionos de Nen- 
mana, es decir, hemos planteado el siguiente problema en 
valores propios: 


Ay (2) + Ay (1) =0, TEMA 02, 

y (z) = 0, xx =0, tg == Í,. (14) 
Aquí A = A,+ Az, donde el operator A, fue definido 
anteriormente, y 


2 
Re 4% La = O, 


Ay = Ys? h2< 12 < la — ha, (15) 
2 
ha Xy" Ea ta. 


Utilizando la definición de los operadoros A, y AÁA,, el pro- 
blema (14) so puede escribir en la siguiento forma: 


Ue Plz HARO, 20, 


2 
Ya TFT Ya + AY =0, Lo == 0, 
E hi <1,<ly—hy, 


2 
Yare TT Y, PA 0, Lao la, 
y (0, z2)=y (ls, 22) =0, U<zm=< la. 
La solución del problema (14) se encuentra por el méto- 
do de separación de variables. Sustituyendo en (14) en lugar 


de y la función reticular uy (i, 7) de (2), obtendremos para 
Hay (2) el problema (7), y para 4% (7) tendremos el siguiento 
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problema «de contorno: 
AMO AM 0, 0<I<SN 
o en virtud do (15) 
(ze, FAO =0, 1<I<N¿— 1, 
FP) E A ui =0, ¡=0, (16) 
— (yz, + MP0, JM, 


El problema (16) también fue resuelto por nosotros ante- 
riormente en el $ 5 del cap. 1. La solución tiene la forma 


kyT 
9) son?* 2 = 
Rs E 2N, 
4 te onih 
=<y sen A, k2=0, 1. ..., Va, 


Y Feos EL, 1<k:<NM23—1, 
(17) 
Vi cos EL, lea =0, Na. 


Así, hemos hallado la solución dol problema (14), (15): 
palo 7) =P (0 (1), 0<I<N1, 0<I<N», 


Mar = Ma FAS, 1<k <N,—4, 0<k:¿<Na, 


donde Af? y py) (1) están definidos más arriba, y A4? junto 
con uó (7) están definidos en (17). 


Análogamente se resuelven los problemas en valores pro- 
pios para el operador de Laplace de diferencias en un reclán- 
gulo y en el caso de otras combinaciones de condiciones do 
contorno sobre los lados del rectángulo G. El método de 
separación de variables permite reducir estos problemas 
a problemas unidimensionales, cuyas soluciones fueron 
obtenidas cn el $ 5 del cap. Il. La generalización al caso 
multidimensional es evidente. Recordemos, que la solución 
analítica en forma de senos y cosenos de los corrospondiontes 
problemas unidimensionales fue obtenida en el $ 5 del cap. 
I solamente para condiciones de contorno de primero y se- 
gundo género, sus combinaciones, y también para el caso 
del problema de contorno periódico. Por eso, si en los lados 
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mo (3) = 


del rectángulo (o en las caras del paralelepipedo rectangular 
en el caso Lridimensional) se dan las condiciones de contorno 
enumeradas, entonces Jas funciones propias del operador de 
Laplace de diferencias se representan en la forma de un 
producto de senños y cosenos.! 

2. Ecuación de Poisson cn un rectángulo. Desarrollo en 
serie doble. Examinemos ahora el método de separación 
de variables aplicado a la resolución del problema de Dirichlet 
de diferencias para la ecuación de Poisson sobre una red 
uniforme en un rectángulo: 


Ay=—Q(x), rEo, y(1)=g(2), r€y, 18) 
A=A+ As, Na Yz 7. a=14, 2. ( 
2. a 

Primeramente reduciremos el problema (18) a un proble- 
ma con condiciones de contorno homogéneas medianto el 
cambio del segundo miombro de la ecuación en los nodos 
fronterizos. El método estandarizado de dicha transforma- 
ción consiste en el traslado de las magnitudes conocidas al 
miembro derecho de la ecuación escrita en un nodo fronte- 
rizo. T'or ejemplo, si x = (%,, ha) € o, entoncos la ecuación 
de Poisson en este punto se escribe en la siguiente forma: 


+77 (y (0, 13) —2y (has ho) + y (2h, ha) + 
+37 UY (ba. 0) —2y (hy. ha) + y (hs, 2h2)1= —9 (ha, ho). 
Como y (0, ka) =8E (0, ha), y (%,, 0) = £ (,, 0), entonces 


trasladando estas magnitudes del primor miembro al segun- 
do miembro de la ecuación, tendremos 


[2 (Ra, hi)+y (hi, hyiW+ 
+ 47 [— 24 (ha, ho) +8 (hs 2h9)1 = 


—[9 (hi, 22) +37 600, a) +75 8 (1, 0)]. 


Realizando una transformación semejanto para cada 
punto fronterizo, obtendremos ecuaciones en diferencias, que 
no contienen los valores y (x) sobre y on el miembro izquier- 
do. Los segundos miembros de las ecuaciones para los 
nodos fronterizos se diferencian del miembro derecho q (2). 
Si dosignamos mediante f (rx) el segundo miembro constriú- 
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ido, entonces se ri paa las fórmulas 


fx) = 0 (2) +37 7 bs (+37 (2), Ev, (19) 
donde 


El0, 2), 1¿=hy, 
p, (2) = O, 2h,¡< 1, <!, — 2h,, 
E (ls, %2), T,¿= lo, 


E (Ta, 0), za = hy 
pz (1)=3 0, 2h<x,< l,—2ho, 
8 (21, l2), t2=l2. 
El primer miembro de las ecuaciones transformadas se dis- 
tingue de la escritura del operador de Laplace de diferencias 
para los nodos fronterizos. Sin embargo si ponemos y (2) = 


=uU (2), € 0, u (7) =0, z€ y, entonces en todos los 
nodos de la red w las ecuaciones se escribirán igual: 


Au = —f(), xz€uw, u() =0, zxEy. (20) 


Ya que u (x) coincide con y (x) para x € wm, entoncos es sufi- 
ciente hallar la solución del problema (20). 
Hallemos la solución del problema (20). Como la función 
u (x) se anula sobre y, entonces en virtud de lo dicho más 
acriba ella puede ser representada en la forma de un desa- 
rrollo según las funciones propias Hu, (it, f) del operador 
de Laplace 
N -1 N,-1 
(y Y (21) 
hy > 
que es válido para 0O<i¿<NÑ, 0<]J< Ny. Además, la 
función reticular f (x) definida sobre w, también admito la 
representación 


N,-1N E? 


f(, ) = A, e, fran pá (5) us? (7) (22) 


para 1< ¡< 9 —1,1<j]< Na — 1, donde los coeficien- 
tes de Fourier far están dofinidas en (13). Ya quo 
Ba (E, $) = uk (Dee , U) es una función propia del operador 
de Laplaco, correspodiente al valor propio A, es decir 


Api + Arpa =0, zw, Ad A? An 
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entonces después de la sustitución de (21) y (22) on la ccuas 
ción a dia 


Ni-— 


Au= *. 67 AD Una GD (¿) da D= 
a=1 Ry=1 Ni-1 N,- 
e dl bl fra 0 (E) A 


1ISiSN,—1, 1</]<Ns—1. 
Utilizando la ortonormalidad de las funciones propias 
Ma (¿, )), de aquí obtenomos las siguientes igualdades: 


j 
%s , 


Sustituyendo esta expresión en (21), obtendremos la siguien- 
te represontación para la solución del problema (20): 
N,-1 Na- 1 


u(i, y, > DUO PE Xi) mo (7), 


hi=1 kymi 


0<i< Ni 0<j<NA. 


De esta forma, las fórmulas (13) y (23) dan la solución 
del problema (20). Analicémoslas desde el punto do vista 
computacional, Durante el cálculo de la solución u (i, j) 
según las fórmulas (13) y (20), donde pa (c, 7) = ui? (1) uE Y) 
Y An = AM + Aj? ostán definidos en (9), es útil introducir 
tros magoltudes Auxiliares: Pra (1), Prita Y Ung (i). Enton- 
cos el proceso numérico se puede organizar de la -siguionto 
forma: 


(23) 


Ni=4 
Ph, (1) = y f (i, j) son GEL, 

a (24) 
1<k<N¿—1, 1<i<N,—1, 

Ni—-1 
Prik, = Ss, Pk, (2) sen E ? 

=t (25) 
Sk ¡<N ¡=4, 1<k¿<N3¿—1, 

N:-1 


un, (1) = 2 ap sn o 


(26) 
NENA 1<k.ENa—1, 
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N,-1 
. , 4 . j 
ui, )= m7 Y ur, (1) son HL : 
hy=1 j (27) 
i<]¡<N2—1, 1<Ii<N,¡—1. 


Contemos ol número de operaciones aritméticas para ol 
algoritmo (24) — (27), suponiendo que las magnitudes (Ak + 
+ Agy)7* están dadas, y las sumas (24) — (27) se ealoólan 
utilizando el algoritmo de la transformación de Fourier rápida, 
expuesto en el punto 2 del $ 4. Para aplicar el algoritmo 
indicado, es necesario suponer que NV, y N,¿ son múltiplos 
de 2: N, =2”, YN, = 2”, 

Recordemos, que las sumas del tipo 


2”-1 
Un = » ay sen, E= LL Le 
3=1 


se calculan con un gasto de Q4 = (3/2n — 2) 2? —.n + 2 
oporaciones de suma y resta y Q, = (n/2—1) 27 + 1 opera- 
ciones de multiplicación, si so utiliza el algoritmo del pun- 
to 2 del $ 4. 

Un cálculo elementaj] nos da los siguientes gastos de 
Vperaciones aritmélicas para el cómputo de la solución 
u (1, j) según las fórmulas (24) — (27): 

Q+ = (NN, — N, — Nol3 log, (NN y) — 8] + 
+ (N, + 2) log¿Va + (Na + 2) log¿N, — 8 
operaciones de suma y resta y 
Q, = W,V, — N, — Nyllog, (NN y) — 21 + 
+ N, logNy + W, logN, — 2 
Operaciones de multiplicación. Si no hacemos distinción en- 
tre las operaciones aritméticas, entonces para N, = N, = 
= N = 2» el número total de operaciones para el algoritmo 
(24) — (27) os igual a 
Q = (N? — 4,5 N) (8 logaN — 10) + 5N + 4 logaN — 10. 

De esta forma, el método descrito para resolver el pro- 
blema (20) puede ser realizado con un gasto O (N? log2M) 
de operaciones aritméticas. Tal tipo de estimación para o 
número de operaciones aritméticas lo poseo el método de ro- 


ducción completa y fue examinado en el capítulo 111. La com- 
paración de costas estimaciones muestra, que el algoritmo da- 
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do del método de separación de variables exigo aproxima- 
damente 1,5 veces más operaciones, que o] método do roduc- 
ción completa. 

Observemos, que se puede construir un algoritmo, análogo 
al propuesto más arriba, en el caso cuando sobre los lados del 
rectángulo so da cualquier combinación de condiciones do 
contorno de primero o segundo género y condiciones de 
poriodicidad, para las cualos el problema do diferencias sea 
no degenerado. Es necesario solamente sustituir las respec- 
livas funciones propias y valores propios en (13) y (23), 
coordinar los límites de sumación con el tipo de las condi- 
ciones de contorno y utilizar el correspondiente algoritmo 
de la transformación de Fourier rápida del $ 1 para calcular 
las sumas que aparezcan en este caso. La estimación del nú- 
mero de operaciones será del mismo tipo que para el caso 
del problema de Dirichlet examinado más arriba. 

Nosotros hemos descrito Ja variante más simple del mé- 
todo de separación de variables. Si so exige resolver un 
probloma de contorno de diferencias más general, por ejem- 
plo la ecuación de Poisson en sistemas de coordenadas pola- 
res o cilíndricos, con condiciones de contorno que admiten 
separación de variables, entonces de nuevo se pueden utili- 
zar los desarrollos (21) y (22). Pero en este caso al menos 
una de las funcionos propias p£t (i) y ur, (7) es distinta do 
seno o coseno. Esto impide aprovechar el algoritmo de la 
transformación «de Fourier rápida para el cálculo*de lodas 
las sumas necesarias. Por eso para tales problemas el núme- 
ro de operaciones aritmólicas será del mismo orden, que on 
el caso del cálculo directo de las sumas sin tener en cuenta 
cl tipo de las funciones propias py (2) y uxz (0), es decir 
O (N3. 

Por consiguiente, es necesario modificar el método cons- 
truido, para que on cl caso cuando al menos una de las fun- 
ciones ft” (¿) o ui? (7) sea seno o coseno, cl número de ope- 
raciones aritméticas se quede siendo una magnitud de orden 
O (N? log,N). Naturalmente, los problemas examinados en 
este punto pueden ser resueltos también por el método modi- 
ficado y como resultará más abajo con un menor número 
de operaciones aritméticas. Dicho método —desarrallo en 
serie de aspecto singular— será construido on el punto 3. 
Dosde el punto de vista numérico él se diforencia del méto- 
do construido aquí cn que no se calculan las dos sumas de 
(24) —(27), y en su lugar se resuelvo una serie de problemas 
do contorno para ccuaciones en diforerncias tripuntuales. 


249 


3. Desarrollo en serle de aspecto singular. Regresemos 
al problema (20): 
Au = —]f (5), zE€E0, u(3=0, zx€y, 


A = A, + As Au = Ux aos O = í, qe (28) 


Examinaromos la función buscada u (xr) = u (í, j) y la 
función dada f (i, j) para 1 fijo, O< ¿< N,, como funcionos 
reticulares del argumento j. Ya que u (£, 7) se anula para 
j=0yj3=NJ2, yf Ci, )) ostá definida paral < J< N¿ — 
entonces ellas pucden ser representadas en forma de suma 


según las funciones propias ui (7) del operador de diferen- 
cias As: 


N,-1 


u(1)= 2 un (1) 4 (7), 0<i<NM2 0<Xi<Njy, (29) 


N,-1 
N4D= 2 falar, 1<I<Na—1, 


1<:i<N,¡—1, (30) 
donde 


pi (1) =sen He, leo=1,2, ..., No—1. (31) 
Sustituyamos las expresiones (29) y (30) en (28) y tenga- 
mos en cuenta las ipualdades 
Azula + AS ja == 0, 1 <I]<N¿ — 1 ' (32) 
pz (0) = pers? (W2) =0. 
Como resultado obtendremos 


N,-1 
2, Uan, (1) — Bi, (0) fa, (2) 17 0) =0 


para 1< 1< N, — . 1<j< N2 — 1, y además ur, (0) = 
— tt, (UN e 7 0, ka e 
De aquí, en virtud do la ortogonalidad del sistema «do 
funciones propias ug (7), obtenemos una serie de problemas 
de contorno para determinar las funciones ux, (1), kg = 
AjUz, E — Ai Un, (1) = — fu, (8), 
1<i<N,—1, 


a,(0) =u5, (W 1) =0, (33) 
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Los valores propios A? del problema (32) son conocidos 


Mi =p son? > o ki=1,2,..., N¿—1, (34) 


y los coeficientes de Fourier fa, (¿) para cada 1<:¿<N¡—1 
se calculan por Jas fórmulas 


Na-1 
fro (0= (80%, = 2 Mal (da 7) PA 0), 
1<k2 <N¿—1. (35) 


De esta forma, hemos hallado las fórmulas (29), (31), 
y (33) —(35) que describen completamente ol método de re- 
solución del problema (20). Por las fórmulas (35) se encuen- 
tran para 1í< ¡< N, — 1 las funciones fa, (¿), a continua- 
ción se resuelven los problemas (33) con 1< k¿< Na — 1 
para doterminar; las funciones uz, (¿), y por las fórmulas (29) 
se calcula la solución buscada u (i, 7). 

Examinemos ahora el algoritmo que realiza ol] método 
indicado. En lugar de ua, (t) y fa, (¿) es cómodo introducir 
nuevas funciones auxiliares Vs, (5) y Pra (1) según las fór- 


mulas 
V 2 y T, 
í) = (0, t)= 22 t). 3 
Un (1) = 7 03 (8), Fe (1) = 7 On (1) (36) 
Sustituyamos 0) y (36) en (29), (33) y (35), teniendo en 
cuenta quo haN, = ly, y anolemos el operador do dileren- 
cias A, por puntos. Como resultado obtenemos 


N,-1 
eN EG a 1 << 1, 
O YEN LEN 


Fj=1 
— 04, (1— 1) + (2+ hiAii) Un, (4) —Ua, (1 +1) = Ri Qa, (1), | (38) 
1<i<N,—1, Va, (0) = Un, (Ni) =0, 1<k.<N3—1, 


(37) 


N,-1 : 
y Ms oa ASISMA]Y 
u (e, 3)= Z Un, (¿) sen e , EieÑ 4 | (39) 


donde Af está definido en (34). 

Evidentemente, las sumas (37) y (39) se deben calcular, 
utilizando cl algoritmo de la transformación de Fourier dis- 
crota rápida expuesto en el punto 2 del $ 1. Para la resolu- 
ción de los problemas de contorno tripuntuales (38) es opor- 
buno utilizar e] algoritmo de factorización, construido en 
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el $ 1 del cap. JI. Para el problema (38) el algoritmo de fac- 
ltorización se describe mediante las fórmulas 
1 ; 

a 1<i<N,¡—1, aj=0, 
Bra = [A0», (1)+BI0je) 1<i<N¡—1, f,=0, (40) 
UL, (£) =0./4+1U1, (14D A Bao 1<i<N¡—1, On, (Ny) =0, 
donde 

6r,=2+ RÍA y ki=1,2, ..., Na—1. 


Comparemos las fórmulas (37), (39) y (40) con las obte- 
nidas anteriormente (24) —(27) para c] método del desarro- 
llo en serie dobJe. Aquí en lugar del cálculo de las dos su- 
mas (25) y (26) nosotros resolvemos la sevio de problemas de 
contorno (38) por el método de factorización (40). Por eso 
en el cómputo de las sumas (37) y (39) se gastarán aproxima- 
damente dos veces menos operaciones aritméticas, que para 
el algoritmo (24) —(27). Los gaslos cumplemenlarios en la 
resolución de los problemas (38) constituyen, evidentemente, 
O (N,N ,) operaciones, lo cual no influye en el término prin- 
cipal en la ostimación del número de operaciones aritméticas 
del algoritmo (37), (39), (40). Citemos las estimaciones exac- 
tas del número de operaciones aritméticas para este algorit- 
mo. Tonemos (para NY, = 2) Q, = 1(3 log¿N¿ — 1IN¿ — 
— 2 log, + 1KV, — 1) operaciones do suma y resta, 
Q, = [(log¿N, + 2N,¿ — 2] (N, — 1) operaciones de multi- 
plicación y Q, = (NV, — 1) (W,— 1) operaciones de división, 
y en total para N, = Na, = Ñ = 2” el número de opera- 
ciones es igual a 

Q = (N?* — 1,5 N) (4 log¿N + 2) — N 4-2 loggN + 2, 

Nosotros hemos examinado el método del desarcoJlo en 
serie de aspecto singular en el ejomplo del problema de Diri- 
chlet do diferencias para la ecuación de Poisson. El momento 
esencial está en que las funciones propias del operador de 
diferencias A, admiten la utilización del algoritmo de la 
transformación de Fourier rápida para el cálculo de las 
sumas correspondientes. lista posibilidad tondrá  —Ingar 
además para el caso, cuando sobre los lados x, = 0 y za = 
= la del rectángulo G ostán prefijadas condiciones de contor- 
no del rectángulo G están prefíjadas condiciones de contorno 
de segundo género o combinaciones de condiciones de prime- 
ro y segundo gónero en lurar de las condiciones de contorno 


Ari = 
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de primer gónero, y tambión para el caso de las condiciones 
periódicas, 

Examinemos como un ejemplo ol siguiente problema de 
contorno para la ecuación de Pojisson: 


Uz, y, FUz, == 4 (%), TEO, 

u (x) =0, xy =0, Lis 0<1< la, 
y 2 

Unas UP (0) — 37 a (a), 22=0, (41) 
2 2 

Ue, TT > Y) £+2 (1),  T2= la, 

h¡ <21< lo —hy. 


El esquema (41) es una aproximación de diferencias del 
problema 


a? g? 

tia = et, EG, 

u(x)=0, x1=0, ls. 06<%zx25 la, 

7) 

== ga (2) z=0, 

+. = — En (2), ra=le 0<x<!l;. 


Escribamos el probloma (41) en otra forma, introduciendo 
Jas notaciones: 
2 
| E A x¿=0, 
Asu i Uy" ho XK La < lo — has 


Lo = lo, 


LE (2), r¿=0, 
3 
p2(1)=3 0, hi2 l2¿—ha, 
2 
Ta 8+2 (2), T2=lz, 
(2) =P (2) + M2 12), Au =UzZ o, 
para h¡X 1< | — IMIEETES ba. 
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En las nuovas notaciones el problema (41) se escribe en 
la forman 


Au = (A, + Agu = —]f (2), %t1<21<b —hi, 
0 Ty XÁ lo, (42) 
u (2) = 0, ly = O, La, 0< La < la. 
Desarrollando u (3, j) y f (e, f) en sumas según las funcio- 
nes propias del operador A,, tendremos 
Ns 
u(1)= 2 Un ()p2 0) 0<i<Np 0<1<N5 
(43) 
FCE, 7) - (H, O<j<N2, 1<i<N , —ád, 


donde 


ES L cos EU 


7 Ne 
Mi (1) = y) Kka3Ui 
| Ecos ta 0. 4<k<N¿—1 


ces lu función ol del perio A,, correspoudiente al 
valor propio 


3 ks =0, Na, 


k27 


Año = is kz =0, 1, e... Na. (44) 
El cocficiente de Fourier fa, (1) so calcula para cada 1< 1< 
< N, — 41 29 las fórmulas 
fu, (1) = pal haf (i, 1) pz (+ 


+0,5h21f (8, 0) ui? (0) +4 (0, Na) pro (No)I. 


Sustituyendo (43) en (42), obtendremos el siguiento aná- 
logo de las diana (37) —39) para el problema examinado: 


Pr, (¿) = y pjÍ (t, 3) cos —= e, 
Íí=0 
0< Af.< Na 1<:<N, —1, 
— Un, (1— 1) + (2+ AiAñi) Un, (6) — Un, (¿+ 1) — Ripa, (1), 
1<Si<N,—4, 0r,(0)=0»,(W,)=0, 0<k¿<N,, 
N, 
de ee 2 
ap Y onsm (0) cos EE, 
hy=0 
OSIj< Na 1Si<N, —1, 
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donde Aj está definido en (44), y 
as 0,5, j= O, No, 
01 =| 1, 1I<]<N:2—1. 


Citamos un estimado dol número de operaciones para el 
algoritmo construido siendo N, =Nz=N =2*:Q, = 
= [(3 log.N, — UYN¿+ 2logNa + 7) (N, 1 —1) operacio- 
nes de suma y resta, O, = [(1 log,Ñ, + AN Ny + 10] (NY, — 1) 
operaciones de multiplicación y Q, = (Ñ, + 1), — 1) 
operaciones de división, y en total 


Q=(W2-— H) (4 logs N +2) +17N —2 loga N —18. 


A continuación, como en el método de desarrollo en serie 
de aspecto singular no se utilizan las funciones propias del 
operador de diferencias A, y la única cxigoncia a A, consiste 
en la posibilidad do dividir las variables, entonces on cali- 

ad de A, se puede tomar un operador más general que el 
que hemos oxaminado. Si noslimitamos a las ecuaciones olíp- 
ticas de segundo orden, entonces el caso más genera! do 
elección del operador A, corresponde a la aproximación «de 
difercncias si el coa HA 


sed a (% Ur E +) +r (1) E —q(x,)u, 


cuyos coeficientes dependen solamente de z,. Las condicio- 
nes de contorno sobro log lados x, = 0 y x, = l,¿ del rectángu- 


lo G pueden ser cualquier combinación de condiciones de 
contorno de primero, sogundo o tercer género (los coeficien- 
tcs cn la condición de contorno de tercer género deben ser 
constantes). Esto permite resolver problemas de contorno 
pora la ecuación de Poisson en sistemas de coordenadas 
cilíndricos, esféricos, y polares. 


$ 3. Método de reducción incompleta 


1. Combinación de los métodos de Fourier y de reducción. 
El método de desarrollo on serie de aspecto singular cons- 
trunido en el punto 3 del $ 2 nos permitió limitarnos solamente 
al cálculo de dos sumas de Fourier con un gasto «de 
O(N,W, log»N y) operacionos y a la resolución de una sorie 
de problemas de contorno tripuntuales on O (N,, N2) opera- 
ciones. Evidentemente, es posible un posterior perfecciona- 
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miento del método de separación do variables con vistas 
a disminuir el número de sumandos en las sumas a calcular 
y conservando la posibilidad de utilizar el algoritmo de la 
transformación de Fourier rápida, 

Nosotros lograremos este objetivo combinando el método 
de desarrollo en serie de aspecto singular con el método de 
reducción estudiado on el capítulo IIT. Construyamos primce- 
ramente tal mélodo combinado para el problema de Dirichlet 
más simple. 

Au= —f(1), zEo, u(x)=0, zx€y, 
A=s Aids Agusús a=1, 2 (1) 


9 
“ou 


sobre una red rectangular 0. 
Para simplificar la discripción del método pasemos de la 
escritura puntual (escalar) del problema (1) a la vectorial. 
Introduzcamos el vector de las incógnitas Uy de la siguien- 
te forma: U,=(u (1, 7), u(2, ), .... u (NY, —1, 7), 
U<I<N,, y definamos el vector F, de los miembros dere- 
chos por la fórmula 


FP, = (RÍA, DATO... ATAN — 1, 7), 

1<]< Ne — 1. 

Entonces el problema de diforencias (1) se puedo escri- 
bir (véase el $ 1 del cap. JIT) en forma del siguiente sistema 
de ccuaciones vectoriales: 

—U 1 + CU —Ujr¡ =Fj, 1<]<N,—1, 

U, = Un, =0, (2) 


donde la matriz tridiagonal cuadrática C se determina me- 
diante las igualdades 


CU,=((QE —hiA)u(t,j), .. ., QE —RADu(N,—1, j), 
A yu =u- ul (0, 1) =u(NV,, J) =0, 


ETE TM 


Sea Nz múltiplo de 2: N,¿ = 2%, Recordemos, quo al 
primer paso dol proceso de exclusión en el método do reduc- 
ción completa consiste (véaso el $ 2 del cap. 111) en separar 
do (2) un sistema «redncido» para Jas incógnitas UY, con 
números j pares 
HU y + COD) — Ur == FS, j=2,4,6,.... No—2 


U, =Uwn, = 0 
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y las ecuaciones 
CU, = FPj+4U,,+Uy+, j=1, 3, ud Ena N, —1 (4) 


para determinar las incógnitas con números ¿ impares. Aquí 
hemos designado 


EP F,,+CF)54Pj4  j=245,.... Na— 2, (5) 
CíM= [10]? — 2E. (6) 


Ocupémonos del sistema (3). Introduzcamos las notacio- 


nes 
E (v (1, 7), D (2, )), RS v(N, e 1, E 
D, = (hip (1, 7), 4 (2,7) +... io (MW, — 1, )) 

y pongamos 
V),=Ua, 0<]<Ny2, D¡=F3%, 1<j]<Nyg2— 1, 
v(0, p=v(V, P=0 0<]j< Ny/2. 
Estas notaciones permiton escribir el sistema (3) en la 
forma 
AV jo He OMV — VU y = 0 J]=1, 2, ..., M¿— 1 

Vo = Vy =0, (7) 
donde 24, = Ny y en virtud de (5) 
db) =Fy-1 + CFy3+ Fora. =1,2..... M2 —1. (8) 


Notomos ahora, que la función reticular uv (2, 7) está 
dofinida para 0O<1<N, y 0<¡/< M, y se anula para 
J=0 y j= Mo. La función p PON) está definida para 
1I<I<N,—i1 y i<j< M, — 1. De eso estas funciones 
se , pueden representar on torma do series de Fourier de as- 
pecto singular 

M,-1 
v(,)= 2 Y. (Dur GO) 0<I<Np, 0<j<Ma, 
pa 


M,¿-1 
pUn= 2 20, (9) 
ISSN 1, 1<]< M,—1, 


donde las funciones 


nao (1) == 77 son EL, ka==4, 2, ..., Ma—1 (10) 


forman un sistemá orionormal en la red w en el sentido del 
producto escalar 


Mya- 1 
(4, 0)= 2 uoh 


Los coeficientes de Fourier Zx, (ó) do la función q (8, j) se 
encuentran por las fórmulas 


M)»,- 1 
22, (0) =(9, 62) = Y hp ( Di O, (11) 


i<k<M2—1, 1<i<N,¡—1. 
De (9) obtenemos los siguientes desarrollos para los vec- 
toros V, y 0; 
M,-1 
v, e ¡2 Y a. tke (Mm, 0<j<Ma, 
M1 (12) 
0)= YD MZ), 1<ISM¿—1, 
donde y 
Ya, =(Yn, (1), Yun, (2), +.» Ya. (Ni—1)), 
Ly, == (2,, (1), ZA, (2), ...>) 2h, (No— 1)). 


Sustituyamos (12) en (7) y tengamos en cuenta las igual- 
dados 


7 1D + 141) =2 cos E plz (1), (<< M1. 


Obtonemos 
M,-1 M,-1 

> (00-200 LE) Yrpio (1= Y AZ (e 
hy==1 Rhy=1 


de donde, en virtud de la ortonormalidad del sistema (10) 
tondremos 


(C1—2cos HL E) Y, =hMiZr) 1<k¿<M¿—4. (13) 
2 

Utilizando la relación (6) obtenemos 
(0 —2c0s HE E =(C]? — 2 (1 +eos $5) E= 


Ma 
=(C— 2co8 a E) (C+2c03 37 E). 
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Como la matriz CY 2006 E está faclorizada, entonces 
A 3 . . 
para resolver la ecuación (13) se puede utilizar el algoritmo 


(c— 208 Ta E) Wa, = ¡AO 


E (14) 
(C+2c0s ¿2 E) Ya,=Wi, 1<khk<M¿—A, 
donde el vector auxiliar W, tiene componentes 4, (¿): 
W», = (07, (1), 004,(2), -.-, Ur, (Ni¡—1)), 
10, (0) =w, (W,) =0. 
Así han sido obtenidas las fórmulas necesarias. Pasando da 
la escritura vectorial a la escalar en (4), (8) y (14) y utilizan- 
do la relación u (2, 2)) = v (i, 7), que se deduco de Ja dofini- 
ción de V,, obtendremos las siguientes fórmulas para calcu- 
lar la función q (i, Jj) en el método construido: 
P(,)=f(, 2 —1) + 2 (1, 2) +1 (, 2) + 1) — 
—HAf (1, 27), (15) 
IXSj]EV4A2 id, 1<:<N,—41, f(, 2) = 


= f (N,, 2) =0, 
las ecuaciones 


2 (1 —(0s TA ) Wa, (¿) — hiAyto,, (1) = hiza, (1), 
1<i<N,—1, 


W», (0) a We, (Ny A 0, 
2 (14005 7=) yn, (1) — MA an, (1) = 004, (8), 


(16) 
1<i<N,—1 
Yh, (0) = yx, (Wy) =0 
para determinar y», (2?) con kz =1, 2, ..., M3 — 1 y las 
ecuaciones 


2u (i, 2 — 1) — híAyu (i, 2 —1) = 

= hi (1, 2 —1) + u (3, 2] — 2) «+ u (3, 27), (17) 
i<i<N, —d, u(0, 2 — 14) =u (N,, 2 —1) =0 
para encontrar la solución en ¿ =1,2,..., Ma. Para los 
coeficientes de Fourier z;, (¿) tenemos la fórmula (11) y de 
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(9) obtenemos 


Ma-t 
u(12)= 2 (0) 0) 1<j<M,—1, 
1<i<N,—1. (18) 


De esta manera, las fórmulas (10), (11), (15) —(18) describen 
completamente el método da resolución del problema (1), el 
cual es una combinación del método de desarrollo en serie 
de Fourier de aspecto singular y el método de reducción. 

Pasemos uhora a la construcción del algoritmo del méto- 
do. In las fórmulas (9), (16) y (18) hagamos el cambio 
Ynz (1) = 0Y»r, (8), Wr, (i) = Albny (E), Za, (2) — aza, (¿), donde 
a =2V lyNo, y en las fórmulas obtenidas omitamos cel 
signo tilde. liste cambio permite librarse del factor normador 
2/Y l,. que so encuentra delanto de la función propia ulz' (7) 
en las sumas (11) y (18). A continuación resolveremos los 
problemas (16) y (17) por el método do factorización. Es 
fácil cerciorarse de que aquí se cumplen las condiciones de 
corrección y estabilidad del método usual do factorización. 
Obscrvemos una singularidad de los problemas (17). Ya que 
los coeficientes de la ecuación (17) no dependen de f, enton- 
ces los cocficientes de faclorización «a; se deben calcular 
una vez al resolver el problema (17) para ¿ = 4 y dospués 
utilizarlos en la resolución de las ecuaciones (17) para los 
j restantes. 

Hagamos un resumen de las fórmulas de cálculo. Pri- 
meramente se calculan 


CODA 24042 (147) (8, 2) — 


— + (4, 2) +1 (144, 291, 
SIEM, 1SIiSN,—4, (19) 


dondo f (0, 2) =Ff (W,, 2) = 0. Los valores q (i, j) se 
pueden situar en el lugar de f (2, 27). Las sumas 


Mp-1 
Zp, (1) = PS P(i, j)sen A , 1<hk<Mgg—1 (20) 
j=1 


para 1< ¿< N, — 1 se calculan por el algoritmo de la 
transformación de Pourier discreta rápida, y Za, (t) se coloca 
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en el Jugar de q (2, ko). Por el método de factorización 

%i+p = 1 (Cra — AD. Pirr = lhiza, (0) + Piloa¿+1, 

24,2... NN —4, 04=f,=0, 

Wpg (1) = Ar+Wra li HH DA Birrr ¿== Ni—i, 
N,—2... 1, (21) 


e, (NyY=0, cr, =242 A 2% qe co sh 


se resuelve la primera de las ecuaciones (16) y análogamente 
por Jas fórmulas 


Aa B| 750 (0 +81] 00 
i=1, 2, ..., N,—1, a,=fP,=0, 
Yn (E) =% yr (iS AO) Br ¿A Ni¡— 1, Na—41,....1, (22) 
Un, (Ni) =0, 01,242 427% cos HE 
se resuelve la segunda de las ecuaciones an Aquí los cálculos 


se realizan de una manera conseculiva para ko = 1, 5 


., 4M¿—1 y los resultados U yy (1) y Yny (1) 90 colocan suce- 
sivamente en el lugar de Za, (1). 
Para calcular las sumas 


Ms-1 
u(t,2)=>3- » Yn (1) sen S _ . 1A<IEM¿—1, (23) 
h, 1 
con 1< ¿< N, — 1 de nuevo utilizamos el algoritmo de la 
transformación de Fourier rápida. Los problemas (17) se re- 


suelven por el método de factorización teniendo en cuenta la 
singularidad señalada de cestas ecuaciones: 


+1 =1/(c— 04), ¡=1, 2, , Ns —1, 2 =0, 
Br =| 2310, 234) +5 (ue, 242) Hu (0. 29))4B,] 2145 
i=4.2,...N,—1, B.=0. (24) 


u (ie, 2 —1) = are (¿+ 1, 23 --4d) + Pura, . 
¿=N,—4, N,—2....1, u(N,, 2) —1) =0, 
c=2 (1 + 2'h5 

para 1< /[< May. La solución u (i, f) se sitúa en el lugar de 


f(i, j) y, por consiguiento, cl algoritmo no exige memoriá 
complementaria para la información intermedia. 
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Calculemos el número de operaciones aritméticas para el 
algorítimo (19) —(24). Para el cálculo según las fórmulas (19), 
(21), (22) y (24) se exigen Q. = (6,5 Nz — 9) (N, — 1) 


operaciones de suma y resta, Q, = 6 dE — 8) (W, — 1) ope- 
raciones (le multiplicación y Q = (N 1) (Y, — 1) opera- 
ciones de división. Para calcular las sumas (20) y (23) se 
SS 


==[ (5 loga N2— $) N¿—2 1082 Va + 6) (V,—1) 
operaciones de suma y resta y 
4 ; 
O. =| (5 1082 N2—1) V2+1] (W,—1) 
operaciones de multiplicación. ln total el algoritmo (19) — 
(24) cxige para NN, = Na = N = 2” 
Q = (N? — 2N 12 log¿N + 9) — 2N + 2 log.V + 311 


operaciones aritméticas. (25) 

Para comparar citemos el número de operaciones do) 
método de desarrollo en seríe de aspecto singular (véase ol 
punto 3 del $ 2): 


Q := (V2—3N) (41ogaN +2) — N +21l0g2N +2, (26) 


del método de desarrollo en seric doble (véase el punto 2 
del 3 2): 


Q=(N2—3 N) (8 l0ga N —10) +5N + 4 logs N —10, 
(27) 
y ltambién el número de operaciones para el segundo algorit- 
mo del método de reducción completa (véase el cap. 111,5 2, 
punto 4): 
Q= (n—-ZN) (Slog, NY+5)FN+6logN+5 
(28) 
Si comparamos en Jas estimaciones (25) -—428) las cons- 
tantes delante del término principal A? log,V, entonces 
obtendremos, que el mótodo combinado exige aproximada- 
mente 4 veces menos operaciones aritméticas que el método 
de desarrollo en seric doble. Esta conclusión «us cierta para 


los valores grandes de N. Para obtener rolaciones reales 
centre los métodos examinados para los valores admisibles 
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de N presentemos la tabla 4 que contiene los valores de Q 
para estos métodos. 

De osta forma, la combinación de los métodos de Fourier 
y de reducción permite disminuir 0] número de operaciones 
en comparación con ol método inicial de desarrollo en serie 
de aspecto singular. Gencraliceomos este método combinado, 


Tabla 4 


Tslima- 
ción 


(28) 


18 383 21 496 29510 28 541 
83 601 104 950 152 334 138 537 
371 515 485 708 745 582 043 921 


incluyendo en él 1 pasos de exclusión del método de reducción 
antes de desarrollar en serio de aspecto singular. Entoncos 
el método oxpuesto en el punto 3 del $ 2 se puede interpre- 
Lar como un caso parlicular de esto punto corresponde a l = 
=(, mientras que el método construido en coste punto corres- 
ponde a l= 41, El inetodo do reducción complela se puedo 
examinar como el método para el cual 1 = log,N,. 

Los datos de la tabla 4 muestran, que desde el punto do 
vista del gasto de operaciones aritméticas, existe un método 
goneralizado óptimo para 1< 1 <logN,. El análisis de 
las estimaciones para el número do operaciones en el méto- 
do que contiene l pasos de reducción, dá el valor óptimo de 
¿=16l!=2. Al mismo tiempo la ventaja insignificante 
en cl número de operaciones del método para l = 2 puedo 
perderse a causa do la creciente complejidad del algoritmo. 

2. Resolución de los problemas de contorno para la ecua- 
ción de Poisson en un rectángulo. Examinemos ahora la apli- 
cación dol método construido en el punto 1 que permite so- 
lucionar los problemas de contorno para la ecuación de Poi- 
son en un rectángulo. Supongamos que en la región G = 


= (0 22S la, A = 1, 2) se exige hallar la solución de 
la ecuación 


9? 9 
TAS 9, ZTEG, (29) 
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que satisfaga las siguientes condiciones de contorno sobre 
la frontera 1 del rectángulo €: 


Ju 
AS LD — By (22), Ly =0, 


du 


= Or, => UU — By (23), Ey > t,, 0S<t2< laz, 
9) 
Do — ga (mi), 220, (80) 


TA —= — E (2), Lo = la, 0<11<!ly, 
donde %+1>0, 4.,>0. x4, +29, >0. 

Supondromos, que en las dos (30) 4.1 Y wi 
son constantes. Bajo esta suposición las variables en el pro- 
blema (29), (30) se separan. 


Sobre la red rectangular w = fx¡; = (as jhy EG, 


O<SiI<N. OS<I]<S<WVa haÑa = la, a = 2) al pro- 
blema (29) 430). le correspondo el esquema de diferencias 
AU(A, + Ayu = —f(0), zE0, (31) 


donde f (2) = q (2) + q (2) + Qs (2), 


e 
Ma (Ux, E 4), ty = O, 


Ue, di 


e + (— uz, — Hat), z,=ly; 


h, <11<!l¡—hy, 


2 
ha Ue,» ta =0; 


Agu=+4 Un o hz 77 < lo — hz, 
2 HE 
| — Ta ua Ta = Lo, 


y las funciones q, (7) se definen por las relaciones 
2 
Fea 8-0 (Tp) T4=0, 
Pal) =4 0, ha<ta< lo — Rar p=3—0, a=1, 2, 
2 
ha Eta (2g), Ta = La 
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En el capítulo 111 fua mostrado, que ol esquema (31) on 
forma vectorial posee la siguiento escritura: 


CU, = 2U, = Po, 
—U y + CU — Oj =Fj, 1<]<N¿-—1, (32) 
— 2U n,-1+CUn, =Fn,, 

donde 


U,= (u(0, ) u(1,D,.. u (Ny, », 
Fj = (RÍO, DRA, De REN DD), 

CU), =((QE—HA)u(0,7,.. -, QE — RAJUN Y, 
0Sj]<N2 


El sistema vectorial (32) se diferencia del sistema (2) 
examinado antoriormento por las condiciones de contorno 
y la dofinición de la matriz C. Sin embargo, construir un 
análogo del método del punto 1 para el problema (32) no pre- 
senta trabajo. Por cuanto la deducción de las fórmulas 
fundamentales para esto mélodo se diferencia solamente en 
detallos del citado en el punto 2, nosotros nos limitaremos 
a exponer un resumen de las fórmulas intermedias y defini- 
tivas principales. Para el método de reducción completa las 
fórmulas necesarias están descritas en el $ 4 del cap. JlI. 

Así, para los vectores V, =U,;,, 0O<j< M,, donde 
2M3 = Ny, después del paso de exclusión tondremos el 
problema 


CMV, — 24, =0D,, 

—V y 1 Y COVy— VU jr 2 0, 1<j<M,—1, 
(33) 

— 2V m1 ECOV y4, = Dar, 


donde el miembro derecho QD, = Fy?, 0< ¡< M,) so dofine 
por las fórmulas 


CF, + 2F,, j = 0, 
Dj=«< Paura t CFo+ Fo 1<j<M2—1, 
CFyn, +2P n,-1, j¡=Mo. 
Para los vectores V, y D, tonemos el desarrollo 
M, Ma 
V¡= 2 Yair () Dy= 2) REZA UE (1), 0<I< Mar 
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dondo 


cos Ha, 1i<k<Mo—1, 


E vhA 
| vw 7, 908 Sn , ka=0, M2. 


ln virtud de (33) los id de Fourier de Y, y 0, 
están conectados por las relaciones 


(cu —2cos E E) Ya, =hiZn. 0<k:<Ma, 


HAZ (3) = 


y las componentes del vector Z,, se expresan mediante las 
componentes del vector D, de la siguiente forma: 

M,-1 
8, (¿) = 2 ha (i, 5) uz (7) + 


+0, Sha Lo (i 0) is (0) + p (1, M2) uk (M2), 0<1<N4. 


Ál igual que antes, las incógnilas Uy, con númoros j imparos 
se determinan do las ecuaciones (4). 

En las fórmulas obtenidas queda pasar a la oscritura es- 

7 ., s y — 2) E Kkanmti 

calar y a la función propia no normada 43 (7) cos +7 


Como resultado obtendremos las siguientes fórmulas para 
ol método de resolución del problema (31): para cada U< ¿< 
< N, se calculan 


(211 (6, 0) +7 (2, 191 —A3A1f (8, 0), ¡=0, 

f (e, 2d— UD + f (0, 2 +1) +2 (5, 2j) — 

— HA (e, 2), 1<i¡<M2—1, 

21f(t, NIH FC, Na— 1) —hA fi, Na), j=Ma, 
se rosuclvon las ecuacionos 


p(i, )= 


4 sen? A4L W;, (5) — RÍA wr, (0) =h3za, (1), 0S<i<Na, 


2N y 
4 cost Er Yn, (¿) — REA ¡Yn, (1) 0, (1), USIS<N, 
para 0<k.<Ma, donde 
Ma 
k 
2. (0 — Hi oyo di, 1) os LL, 
$=0 


0< Ha < Ma, O<I<N ,. 
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La solución u (i, 7) del problema (31) se detormina por las 
fórmulas 


M2 
: ul 
u (i, 2]) = Sy PraYro (1) cos H7 » 
hg= 


0EjE<M2 OSISN, 
y de las ecuaciones 
2u (i, 2— 1) —RhiAyu (i, 2-1) = 
=Hf (1, 21) +u (1, 22) +u(t, 27), 
1I<i<M2 0O0<Ii<N,. 
Aquí se han utilizado las notaciones 


í 1, 1<i¡<M2—1, 
Py SS 0,5, j=0, M2, M¿=0,5N 2, 


y el operador A, está definido más arriba. Para encontrar 
Una (1), Ynp (1) y u (£, 2 — 1) aquí nosotros tenemos ecua- 
ciones tripuntuales con las condiciones de contorno de ter- 
cer género, las cuales se resuelven por el método de facto- 
rización. 

Notemos, que las fórmulas aquí citadas no cambian en 
absoluto si la red fuera no uniforme en la dirección de z,. 
Cambiará solamente el tipo del operador A, y será un análo- 
go en diferencias do la segunda derivada y de las condicio- 
nes de contorno de tercer género sobre una red no uniforme. 

En general se debo observar, que se puede construir la 
correspondiente variante dol método de separación de varia- 
bles en todos los casos, excepto en uno, en las cualos se puede 
utilizar col método de reducción completa y con una estima- 
ción del número de operaciones O (NV? log, N). La excepción la 
constituye el caso, on el cual por la dirección de exclusión 
de las incógnitas se dá una condición de contorno de tercer 
génoro al menos sobro uno de los lados del rectángulo. 

3. Problema de Dirichlot de diferencias de alto orden de 
exactitud en un rectángulo. Examinemos otro ejemplo de 
aplicación del método do separación do variables. Suponga- 
mos que sobre la red rectangular «w so oxige hallar la solu- 
ción del problema de Dirichlet de elevado orden de exactitud para 
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la ecuación de Poisson 
A _ A hi4 hi ) A a 24 
=> (: ¿FA AA 2Ju= —F(u), zEw, (34) 


u (1) =0, xEp, 
donde Au = O 
Para simplificar la condición de contorno está dada homogé- 
nea. El problema con condición do contorno no homogénoa 
so reduce a (34) mediante la corrección del segundo mienibro 
de la ecuación en los nodos fronterizos. 

En el punto 4, $ 4, cap. IIT fué obienida la escritura 
vectorial dol problema (34) en la siguiento forma: 


— BU)j., + AU) —=BUj4¡ =Fj 1<j<Nz¿—Í, 
U¿ = Un, =0, (35) 
donde 
=(u (1,7), u4 (2,7), ... u(N,—1,)),0<i< Na, 
Fy = (BAD AFA). ALAN, — 1, 7), 1< <N ¿1 
y las matrices 4 y A se definen por las relaciones 


pu =((E4+- BE aut, 7, 
co (Er AB A) UN, — 1, 9, 
40, (252 pu. y, 
¿(2E-H a,)u (Ni 1. J). 


Las matrices A y B conmutan, es decir 4B = BA. 
Construyamos cl método combinado de separación do 
variables para el problema (34). Primeramente realicemos el 
primer paso de exclusión del método de reducción para el 
sistema (35). Daremos la descripción do este paso indepen- 
dientemente de lo expuesto en el capítulo 111. Escribamos 
tres ecuaciones consecutivas del sistema (35) para j = 2, 4, 


Eb... Na 
— BUj 2 + AU j., — BU), =Fj.s, 
—BU),., + AU) — BUj4+, = EF), 
— BU, + AU ¡4 — BU jo = Fita, 
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multipliquemos por B el primer miembro do la primera y la 
tercera ccuaciones, la del medio por A y stumémoslas. En 
virtud dae la conmutabilidad de A y B, obtenemos 


— BU)y. + (4? — 28B3U, — BUU ¡41 = Ej”, 

A 4, 6, . ..) Ny, — 2, 

Ub — Un, = 0, 
donde FjY =B(P,, + Fj4) 4+4AFj, j=22, 4, 6, 
..«, Na — 2. Designando, como es usual, V, = U,;,, 0< 
<ji< Ma y 0, = FY, 1<j<M2¿—1, donde 24M, = Na, 
escribamos este sistema en la forma 
BV y + (A? — 2BV¿— BV j4 = 0,,1< j< Mi—1, 
V, —= Va, = O, (36) 
en este caso 
Dji=B *Poa + Peja) + AF2y, 1<iS< M2 A. (37) 


Los restantes vectores desconocidos se encuontran de las 
ccnacionos 


AU 21 = Fay, + BlUzjaa + Uan), 1<]< Ma. (38) 

Al igual que antes, resolveremos ol sistema «reducido» (36 
por el método de Fouricr. Sustituyamos ol desarrollo (12) 
en (36), donde las 2 (7) están dofinidas en (10). Como resul- 
tado para los coeficiontes de Fourier Y», y Za, de los vocto- 
res V;, y O, obtondremos la relación 


(42—4cost HE B2) Yi =hiZay  1<k ¿<< My 1 


2Ma 

(39) 
que es el análogo do la relación (13), al mismo tiompo las 
componentes de los vectores Za, y WD) están relacionados por 
la fórmula (11). Para resolver la ocuación (39) se puede uti- 
lizar el algoritmo 


kaTt 
(4 —2cos SH 3) Wie, =RiZno, 


TAS (40) 
(4+2c08 NT B)Y,¿=Wn,» 1<k<M2—1. 

De esta manora, el método de resolución dol problema (34) 
en forma vectorial se describo por las fórmulas (37), (11), 
(40), (12) y (38). Pasando a la escritura oscalar y a la fun- 


ción propia no normada pi ()) = sen me por medio del 
3 
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cambio del punto 1, obtenemos las siguientes fórmulas: 
Beda > 24 h3 ac ia : 

el n=(1+ BA + Fi 2441) + 

+2f (í, 21 — AGA (8, 27), 1<¡<M2—1, 


1<:¿<N2—1, — (41) 
f(0,)=0, 1<j<N,—-1 
para el cálculo de «q(£, 7); 5 ecuacionos 
a jo (0) — hi (1 — 77 Sen 


T 
X 


kgr 
2 
4 sen NN 


hi 
x 0448) Agttn, (E) = hizp, (0), 


42 
1SIEN 1,  9,(0)=19, (Ny) =0 q 
para e cálculo de ur, (¿) y 
4 hz E 
PA cos? Ya (¿) — hi (1 — SETA e E ) Asno (¿) => 
= lUha (1), 
, 43 
1<i¡<N,¡—1, Jn, (0) == -Yn (NW 2) =0 l ) 


para el cálculo de y,,(¿), las cuales se resuelven para 
1<Ia <M»2—1, donde 


Me-—1 
22 (1)= Y el sn, << M4, 
j=:1 
1<i<N,— 1. (44) 


La solución u (i, J) del problema (34) so determina por las 
fórmulas 
M23-1 


4 
u (i, 2))= A Y Yn, (1) sen 
Ma hgaa1 
1i<i<M3—1A, 1<I<N,—t, 
y de las ecuaciones 


2 (e, 234) — LEE Ayu (id, 294) =h3f (1, 21) — 


(45) 


di (E+ E, ) (u (í, 2-2) +u(i, 21), (46) 
i<i<VY,—1, 
u (0, 2) — 1) =u (N,, 2 —-1)=0, 1<]<M,. 
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Nos queda por mostrar que las ocuaciones tripuntualos 
(42), (43) y (46) son solubles. Entonces para encontrar la 
solución se puede utilizar de método de factorización usual 
o el método de factorización no monótona. 

ls suficionte mostrar, que para 1< k:.X<X Na — 1 los 
valoros propios del operador de diferencias 


AZ MAFE— ( 4 — q ME) A, 
, 4 sy k 
ha = Y se112 ENT 
son diferentos de coro. En efecto, para 1< k,< N,7/2 — 1 
el oporador Ah?.9? coincide con el operador del problema (42), 
y Eo ka = N./2 coincide con el oporador del problema (46). 
N42 + 1<k,¿< N¿ — 1, enlonces ol operador 3% 
e la forma 


29423 4 k 
HER = 4 son? 4 hz (1 — AA e son? 7) As. 


El cambio ko = Na—k, da 


2 A+ 23 4 ore 
h 7 =2 cos" qe — ha (1-4 13 77 0s%o y 3 ) As, 
dondo 1< k,< WVe/2 — 1, es decir, en oste caso el recado 
he 7 coincide con el oporador del problema (43). 
Fallemos ahora los valores propios del operador .% para 
un valor fijo kz. Como los valores propios del oporador Aj, 


para el caso do condiciones de contorno de primer gónoro son 
(véase el $ 5 del cap. 1) 


ANI = q sen, k=1, 2... ,N¿—1, 


entonces los valores propios A dol operador .% son 
Mara = Mo A a, 
<A, <N1—i, 1<k.<N2—1. 


Ya que tienen lugar las siguientes estimaciones para Jos 
valovos propios Ax y Af: 


(2) 4 e 
0< Año < AS? a=ta 
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entonces para todos k, y kz obtenemos fácilmento 
4 h ) h ca 
dm (1 — HB) +28 (1 219) > 
> 2/3 (47 + MP) >0, 


lo que se oxigía domostrar. 

Es fácil determinar, que para ol problema (42) la condi- 
ción suficiente de aplicabilidad del método do factorización 
usual posee la forma 

a 
4 + EU 2N, >0 


y, Obviamente, está cumplido para cualquiera kz. Para ol 
problema (43) la condición análoga tiene la forma 
1 +4 ag cos EN 0 


y lo mismo se cumple para todos los ka. Al problema (46) lo 
corresponde la condición (47) con kz = 0,5 Ny. Por consi- 
guiente, las problemas (42), (43) y (46) se pueden resolver 
por el método de factorización usual. 


Capítulo 
V 


Aparato matemático 
de la teoría 
de los métodos iterativos 


El presente capítulo contiene Jos conocimientos y conceptos 
fundamentules de la teoría de los métodos iterativos que se exponen 
an los capítulos siguíentes. En cl $ 1 son oxpuestos los conceptos más 
simples del análisis funcional, se exponen las propiedades fundamenta- 
les de los operadores lincales y no lincales en un espacio de Filhert 
y también algunos tcoremas sobre solubilidad de ecuaciones opera- 
cionales. En el $ 2 se realiza un enfoque sistemático de los esquemas 
de diferencias como ecuaciones operacionales en un espacio de Hilbert 
abstracto y se indican las propicdados de los operadores correspondien- 
tes. En el $ 3 se dan las definiciones y conceptos fundamentales de la 
teoría de los procesos jterativos, se cxamina la forma canónica de Jos 


esquemas iterativos y se dan los conceptos de convergencia y de núme- 
ro de iteraciones. 


$ 1. Algunos conocimientos 
del análisis funcional 


í. Espacios lineales. En los capítulos antoriores fueron 
estudiados los métodos directos fundamentales de resolución 
de las ecuaciones en diferencias más simples. Los métodos 
construidos se caracterizan, por el hocho de que con su 
ayuda es posible, on principio, obtener la solución oxacta 
del problema de diferencias, realizando un número finito de 
operaciones. En este caso, naturalmento, se supone que la 
información entrante ostá dada con exactitud y todos los 
cálculos se llevan a efecto sin redondeo. 

La efectividad de estos métodos es suficientemonte alta, 
lo cual se alcanza teniendo en cuenta la estructura de la 
matriz dol sistema a resolver. La exigencia do que so cum- 
plan propiedades especiales de la matriz reduce el dominio 
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do aplicabilidad do estos métodos, limitándolo a los pro- 
blemas más simplos. 

Para rosolvor problemas complejos y, en particular, pro- 
blemas de diferencias no lineales, han obtenido una mayor 
difusión los métodos iteralivos. La osencia de los inétodos 
jterativos consiste en la construcción, por uno u otro méto- 
do, de una sucesión de aproximaciones que converja a la so- 
lución, comenzanido desde una cierta aproximación inicial. 
Para esto se toma como solución aproximada del problema 
la obtenida dospués de un número finito de iteraciones. 

La univergalidad de los métodos iterativos consisto anio 
todo, en que los últimos permiten resolver no solamente un 
problema concreto, sino una claso de problemas, que posean 
determinadas propicdados. Estas propiedades no se definon 
por la estructura de las ecuaciones reticularos, sino por las 
propiedades funcionalos goenorales. Por cuanto en la mayoría 
de los métodos iterativos no se utiliza la ostructura concre- 
ta de ecuaciones, entoncos la teoría de los métodos iterati- 
vos se puedo construir desde un punto de vista único, exa- 
minando en calidad de objeto inicial do investigaciones la 
ecuación operacional do primer gónero 


donde A os un operador, f, un elemento prefijado y u, un 
olemento buscado de un cierto espacio JT. 

Antes de pasar a la construcción e investigación de los 
métodos iterativos daremos una brove lista do algunos aspec- 
tos del análisis funcional (sin demostraciones). 

Se llama espacio lineal sobro el campo K do los números 
roales o complejos un conjunto A para cuyos elementos están 
definidas las operaciones, la suma de elementos y la multi- 
plicación de un elemento por un número del campo LK, cum- 
pliéndose a su vez los siguientes axiomas (xr, y, z son los 
elementos de A, 4 y pu, los números de XK): 

4) ambas operaciones no hacen salir de AE; 

2212+Y=y +72 3+(y + 2) = (2 + y) +3 conmu- 

tatividad y asociatividad do la suma); 

2) A (ux) = (Ap)z (asociatividad del producto); 

4) AMi+y)=1+4Ay, A+ pux=4z + qu, (dis- 

tributividad del producto respecto de la suma); 

5) oxiste un elemento 0 determinado uníivocamente, tal 

que 4-0 =zx para todo z€/f; 
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6) para cada x € H oxiste un elemento (—x*) E 47 univo- 
camente doteriniuado, tal que x 4- (—x) = 0; 

Ydi:z=z. 

En dependencia de por cuálos números, reales o comple- 
jos, so permito el producio do los elementos de £7, obtenemos 
un espacio lineal real o complejo. 

En los espacios lincales se puede introducir el concepto de 
dependencia e independencia lineal de sus elementos. Los 
olementos 2,, Tz, - - -, Ly de un espacio lineal 17 se llaman 
linealmente independientes, si do la igualdad: 


AT + AoTo + ... + Ann a 0 (1) 


se deduco que A, = 42 ==... =4A, =0. Si, al contrario, 
se hallan A,, Az, -- - -, An no todos nulos, es decir, tiene lu- 
gar (1), entonces los elementos Z,, Za, - - ., Y, se llaman 
linealmente dependientes. 

El espacio H se llama n-dimensional, si en /7 axisten a 
clementos linealmente independientos y cada (n + 1)-ésimo 
elemento es linealmente dependiente 

Un conjunto cerrado no vacío 17, «lle elomontos do un es- 
pacio lineal Zí se lama subespacio, si el conjunto 7/7, con- 
tione junto con los elementos 2y, Zz, . . -, Th cualquier com- 
binación lineal 2,7%, + A42Ta + +... + Ant, de estos elemon- 
tos. 

La suma de un número finito de subespacios Jf,, FT, . 

- . ., H, es el conjunto de los elementos del tipo: 


E=T FAA FS. Has MIER, ¿=41,2,...2. 
(2) 


Dado que HA,, Hz, .. ., Fl, som subespacios que porte- 
necen al espacio lineal Af. Si cada clomento x= E Af s0 repro- 
senta uníivocamento en la forma (2), entonces se dico que 
os la suma directa de los subespacios H,, Ha, .. .., Hay mient- 
ras que la expresión (2) so Jlama desarrollo del elemento x en 
los elementos de H,, Ia, . 

En este caso tendremos 


H=H,98H,08...0H.. 


No es difícil mostrar, que si 17 = IT, € JT,, entonces /f, 
y Ff¿ poseen únicamente el cero del espacio como único ele- 
mento común. Inversamonte, si cualquier elemento zx E If 
puede ser representado en la forma x = 2, + Ta, 2:E€EMH,, 
re Elfe, y IF, N Ha = 0, entonces Ji = II, Y Ho. 


o Ho. 


271 


El espacio lineal 4 se llama normado, si para cada ele- 
mento z € 1f está definido un número real l|x ||, llamado 
norma, el cual satisface las condiciones: 


1) hHzxll>0 y además |] z= |] = 0, si z =0; 

2) lx + y IS hz ll+ ly l1 (desigualdad triangular); 

3) ¡EA f=1A4] (211, 4, un númoro. 

La sucesión de elementos [x7,) del espacio lineal norma- 
do /7 se llama convergente al elemento 7 € A, si ||  — zx, lle 
>0 para n= 00, Si lx, — Im |] > 0 siendo n, m— oo, 
entonces la sucesión (x,) se llama fundamental. 

Un espacio lineal normado Ff se llama completo, si cada 
sucesión fundamental (x,) de este espacio converge a un 
cierto clomento xr E £f. Los espacios lineales normados com- 
pletos se llaman espacios de Banach. Cada espacio lineal 
normado de dimensión finita es completo. Los subespacios de 
un espacio normado están normados de una manera natural. 

Un mismo espacio Jineal se puede normar por un conjunto 
infinito do procedimientos. Supongamos que en un espacio 
lineal se han introducido las normas || x ||, y || x ]l¿ por dos 
métodos diferentes. Si existen constantes 0 <m< M, tales 
que para cualquer xr € 77 son ciertas las desigualdades 


mlzll< lx ll. < M lx lla, 


entonces las normas se llaman equivalentes. Notemos que on 
un espacio de dimensión finita dos normas cualesquiera son 
equivalentes. 

Si en un espacio lineal son introducidas dos normas equi- 
valentes, entonces de la convergencia de cierta sucesión 
fx, ) on una norma se deduce la convergencia en la otra norma. 

Sea FF un espacio lineal real (complejo) y supongamos 
que a cada dos clomentos z, y de 1 se les hace corresponder 
in número real (complejo) (x, y), tal que: 

1) (z, 1 E == (y, x) (simotría); 

2) (r+y, 2) = (2, 23 + (y, 2) (distributividad); 

3) Vz, y) = 4 (27, y) Momogeneidad); 

4) (1, 13) > 0 para cualquier z € H y además (xr, 7) = 0, 

entonces y sólo entonces, cuando x = O. 

El número (zx, y) so llama producto escalar de los elemen- 
tos xo y. La raya encima significa el paso al número com- 
plejo conjugado. 

Un espacio lineal normado /f, en el cual la norma está 
generada por un producto escalar || z || = Y (x, 2), se llama 
ospacio unitario H. Un espacio unitario completo se llama 
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espacio de /Filbert. Un espacio unitario de dimensión finita 
es siempre completo. 

Para el producto oscalar es válida la desigualdad de 
Cauchy-Buniakovski | (x, y) |< ll z= 11 HU y 1H. Los elemontos zx 
e y de un espacio unitario se llaman mutuamente ortogonales, 
si (x, y) = O. El elemento zx € ¿f so lama ortogonal al subespa- 
cio EI, del espacio IT, si x es oriogonal a todo clemonto y E H,. 
El conjunto 77, de todos los elementos r € 17 ortogonales al 
subespacio fI, del espacio HE se llama complemento ortogonal 
dol subospacio H,. Notemos que el propio complemento orto- 
gonal cs un subespacio del espacio /f. 

Soa HF, un subespacio arbitrario del espacio 17, y FF, el 
complemento ortogonal. Entonces f7 es la sama directa do 
EF, y Ha, 17 = II, 6 If3. Por consiguionte, cada clemonto 
x E HT se representa de manera única on la forma z = x, + 
+ La, Ta Elfo, a = 1, 2 y al mismo tiempo (z,, 22) = 0. 

131 sistoma x,, Te, - . -, Zn, do elementos del espacio 1 se 
llama sistema ortogonal, si (Zm, tn) = mn, M, R, =Í, 
2... . donde Ómn es el símbolo do Kronecker, igual a la 
unidad para m == rr y a cero para m mn. 

Si no existe un elemento z € 77 diferonte de cero y orto- 
gonal a todos Ios elementos del sistema ortonormalizado 
fx, ), enioncos este sistoma se llama completo. La serie do 


Fourior »] c,ta, dondo c, = (x, 2,4), k=1, 2, ..., con- 
h=1 


struida para cualquior x € FT según ol sistema completo orto- 
normalizado (x,),convergo a esto elemento, y para cualquier 
z ER tione lugar la igualdad 


00 


| B=(=, 23)= Y e?. 
Raz 1 


2. Opcradores en espacios lineales normados. Scan X 
e Y espacios lincales normados. Se dico quo sobre el con- 
junto WD < X está profijado un operador A con valores en Y 
(operador quo actúa de Y en Y), si a cada elemento xr € Y 
se le pone on correspondencia un elemonto y = Ax € Y. El 
conjunto D so llama dominio de definición del operador A 
y so designa mediante 2 (4). El conjunto de todos los elemen- 
tos y € Y, reprosentableos en la forina y = Az (x € Z (4)), 
se llama campo de valores del operador A y se designa por 
im (4). Si Y (4) =X o im (4) € X, os decir, si el oporador 
A aplica X en sí mismo, entoncos se dice que Á es un opora- 
dor en X. Si Z (4) = X e im (4) = X, es decir, si el ope- 
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rador A aplica X sobro sí mismo, ontonces se dico que Á es 
un operador sobre AX. 

331 operador A so llama lincal, si D (A) es una variedad 
lineal on X y para cualosquiora x,, Ty € Z (4) 


A (2,2, + Age) = A AZ, + Ar Aza, 


donde A, y Ag son los números del campo K. 
Un oporador lineal A so llama acotado si existe una 
constante 14M >0, tal que para cualesquiera - EZ (4) 


| Az ll =< Milbz ll, (3) 


dondo || + ll, es la norma on X y || - [l¿, la norma en Y. Un 
operador no lincal A arbitrario se llama «acotado sobro LD (A), 
si 
sup || Az ]l2 < 00. 
«E JIA) 

Para un operador lineal 4 la menor de Jas constantes 1, 
quo satisfacen la condición (3), se llama norma del operador 
y se dosigna por || A |]. De la definición de la norma so do- 
duco, que 

- | Az lla 


A|= st ! e 
NA! Sup, 11 Az la ó Al 2D TES 


Señalemos que en un espacio de dimensión finita todo opera- 
dor lineal es acotado. Sea A un operador arbitrario que ac- 
túa do X en Y. El operador A se llama continuo en el punto 
x € X, si de la condición || 2, — x ll, > 0 (tx, € X) se doduce 
quo || Ax, — Ax lla > O para n= 00. Un operador lincal 
acotado os continuo. 

Un operador arbitrario A satisface la condición de Lip- 
shitz con la constante q, si 


| Az, — Azy 12 <= 9 lo — Lo lio %11 72 ED (A). (4) 


Yodo operador lineal acotado A satisíace la condición «le 
Lipschitz (4) si q = 14 Il. 

Sea A un operador arbitrario, que actúa de X en Y. 1:] 
oporador lineal acotado A” (x) so llama derivada de Gato del 
operador A en el punto x= del espacio X, si para cualquier 
EX 

A A | =0. 

1-0 t 2 
Con esto cl campo de valoros del operador A” (x) pertene- 
co a Y. 
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Si el operador A poseo derivada de Gato en cada punto 
del espacio X, entonces para cualesquiera 7,, 72 EX es vúli- 
da la desiguuldad (4), donde q — sup A: fa, + £ (22 — xp)! 

St 


Si 4 es un operador lineal, oñlences A = A. 

Todos los posiblos operadores lineales: acotados que ac- 
túan de X en Y, forman ur espacio lineal normado, ya que la 
norma || A |] del operador A satisface todos los axiomas de la 
norma. Examinemos el conjunto do operadores linealos aco- 
lados que actúan de X en X. En este conjunto se puede 
introducir el producto A23 do Jos aio A y 2 del 
modo siguiente: (4AbB)a — A (Bix). Es obvio que 4/3 us un 
operador Jinoal acotado: 148 11< || ANI 2 Jl. 

Si (4B)x — (BA)x para todos logs EX, los operadores 
A y B se llaman permutables o conmutativos; on este caso se 
escribo AB = BA. 

Para rosol ver las ecuaciones dol tipo Ax = y, se introduce 
ol concepto de operador ¿inverso 4A”*. Sea A un operador de 
X on Y.Sia cada y € Y le corresponde únicamente un x EX, 
para el cnal Ax = y, entonces por esta correspondencia se 
defino el operador 4-*, MNamado ¿inverso para Á y que tbieno 
el dominio de definición Y, y el campo de valorós X, 

Para po qe EX, y € Y tenemos las identidades 

A (Az) =x, A (A y) = y. No es difícil mostrar, que si 4 
A lineal, entonces 4 -* (si él existe) es también lineal. 

LEMA 1. Para que el operador A, el cual aplica X sobre Y, 
tenga el inverso, es necesario y suficiente, que Ax = 0 sola- 
mente para x = 0. 

TEONEMA 1. Sea A un operador lineal de X en Y. Para que 
el operador inverso A“? exista y sea acotado (como aperador 
de Y en X), es menester y suficiente, que existú una constan- 
te 6 >0, tal que 


Az lle > 6 || z ll, 


para todos los EX. 

Además es válida la estimación | A “U| < 1/6. Aquí lb > 1 
es la norma en X, y || + llo es la norma en Y. 

En otras palabras, para la existencia del operador inver- 
so A”? os necesario y suficiente, que la ecuación homogénea 
Ax = 0 posea sólo la solución trivial. 

Sean A y B los operadores lineales acótados, que actúan 
on X y poscen inversos. Entonces (AD)-" = B-1A4 -!. 

Si el operador A es inversible, entonces tienen sentido 
las potencias A* con exponentes enteros cualesquiera (y no 
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solamente no negativos). iia según la  defini- 
ción A = (4-D%, kh =41, 2, . Las potencias de un 
mismo operador cormutan. 

Introduzcamos el concopto de núcleo del operador lineal A. 
Se llama núcleo del operador lineal A el conjunto de todos 
los elomentos zx del espacio X, para los cuales Ax = 0. El 
núcleo del operador lineal A se designa con el símbolo ker A. 

La condición ker A = O es menester y suficiente, para 
quo el operador A posea el inverso. 

El subespacio X, del espacio X se llama subespacio in- 
variante del operador A, quo actúa en X, si A no saca los 
elementos de X,, es decir, Ax € X,, cuando EX,. 

Si el subespacio X, es invarianto respecto al operador 
invorsiblo A, entonces él es invariante respecto al opera- 
dor 4”. 

Como ejemplos de subespacios invariantes del operador A 
pueden servir ker A e im 4. Notemos, que si los operadores 
A y B conmutan, entonces los subespacios ker 2 e im B son 
invariantes con respecto al operador A. 

El número 


p(4)= lim Y APN 
E] 


se llama radio espectral del operador lineal A. El no de- 
pende de la definición de la norma y al mismo tiempo 


p (4) = inf (1411. 
ul 


Para todo operador lineal acotado A son válidas las de- 
sigualdades 


PA)SNA IL p< Y MAP], k=2,3,.... 
LEMA 2. Para que || A || = p (4), es hecesario y suficlente 
que 1 A* 1 = 14 (P, k=2, 3, . 
Señalemos una propiedad más del radio espectral. Si 
lus operadores A y 23 conmulan, entonces 
p(AB)<(4) p (3), P(A+B)<0A(4) +p(5). 


3. Operadores en un espacio de MHilbert, Seca A un operador 
lineal acotado, que actúa en el ospacio unitario J/. De 
acuerdo con la dofinición general de la norma de un opora- 
dor tenemos 


Á 
[411= sup 1142 11= sup Y EA z, Az) 


(x, 2) 
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y, por consiguiente, para cualquier x € 1T, es válida la do- 
sigualdad 


(Ax, ADS IA IF (x, 2). 


Utilizando la desigualdad de Cauchy-Buniakovski, obto- 
nemos 


| (Ax, 2) 1< llAz 11) x ll < 114 11 (xr, 2). (5) 


A continuación examinaremos solumente operadores acoludos. 
El operador A* se llama conjugado al operador A, si pa- 
ra cualesquiera x, y € HT está cumplido la identidad 


(Ar, y) = (z, A*y). 


Para todo operador lineal acotado Á con dominio de de- 
finición YD (4) = H exisle uu único oporador A* con do- 
minio de definición YD (A*) = HH. El operador A* os lincal 
y acotado, |] 4* || = J| A ll. 

Mostremos las propiedades fundamentales de la opera- 
ción de conjugación: (4A*)* = A, (A Y B)* == A* 4 B*, 
(ABY = BA, MA)" = 14*. Si los oporadores A y 5 
conmutan, entonces conmutan los operadores conjugados 
A* y B*. Si A posee el inverso, entonces (4 -1)* = (4*)-1, 
es decir, las operaciones de tomar ol inverso del operador 
y de conjugación son comnutables. 

LEMA 3. Sea A un operador lineal en H. El espacio Jf 
puede ser representado en forma de sumas directas de los sub- 
espacios ortogonales 


HN =kerA 0 imA*, MH=ker A? 9 im 4. 


En efecto, sea H, el complemento ortogonal do im 4A* hasta 
del espacio H, es decir 


H=MH,QimA*, (2,2) =0, 2,¡€H,,2¿€ ima”, 


Mostremos, que A, = ker A. Sea x, € kcr 4, entonces para 
cualquier x= € FT tenemos A*r € imA* y 


(2,, A*x) = (Az,, x) =0. 


Por consiguiente, x, cs ortogonal a im A*,y por eso zx, € 
E JT,. Por otra parte, sea x, € HF, (por lo tanto, z, es orlo- 
gonal a im 4*%). Entonces para cualquier zx € /f 


0 = (z,, 4*x) = (Az,. 2). 
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Puesto que x es todo elomento arbitrario de A, entonces 
Áx, =: 0 y, por consiguionleo, 7, € ker A. La primera afir- 
mación dol lema está demostrada. Análogamente se demues- 
tra la segunda. 

151 operador lineal A so llama aytoconjugado en E si A = 
= A*. Para un operador autoconjugado (Á:x, y) = (2, Ay) 
para todos los x, y € H. 

El operador A se llama normal si él conmuta cón si con- 
jugado, AFA = AAÁ*, y antistmétrico. si A* = — A. Los 
operadores autoconjugados y antisimétricos son normalos. 

Es conocido que si A y [4 son los operadores ¿uloconju- 
gados, entoncos el operador AB cs autoconjugado si y sola- 
mente si A y BB son conmutablos. 

Si A es un oporador lincad, entonces AA y 4.4* son 
los operadores autoconjugados, además AFA |] = 14 4* 11 = 
= [JÁ [P y 

ker AFA =kcrA, ¡mAi*A = im A?*, 


kor AA* =— kerA*, im AAÁ* = im A. 
Todo operador A so puedo representar en forma de la suma 
do un operador autoconjugado A, y otro antisimélrico A, 
A =AÁ a + A), 
donde A, +=0.5 (4 4 4%, 4, =0.5 (A — 4*). Si £f os 
un espacio real, entonces de aquí se deducen las igunldades 
(Ax. 1) = (Ay 2, 2), (Aye, ) = 0. 


En un espacio complejo FF Lieno lugar la rupresentación 
cartosiana del operador A: 


4d = Ao + lA, 


donde Ap=HeA = 7 (4 4 4%), Ay=ImA => (4—A4*), 
son los operadoros antoconjugados en ff. Con esto son 
válidas las identidados: 

Re(Ax, 2) =(Ajgt, 2), Im(Az, x) = (Aj, 2), 


para cualesquora x € ff. 
Si A es un operador autoconjugado en 4, entonces biene 
lugar la fórmumila: 


Ax, r 
lA 1I= su ZEN. 


LEMA 4. Si A es un operador autoconjugado acotado en HH, 
entonces para cualquier número entero n > 0, es válida la 
igualdad || A” 1] = JA Il. 

El lema 4 queda válido también para un operador normal. 

De los lemas 2 v 4 se desprende, que para un operador 
normal (en particular, para un autoconjugado) A tiene lugar 
la jgualdad p (4) = 11 A ll. 

Lima 3. Supongamos que en el espacio lineal IT se ha in- 
troducido mediante dos procedimientos el producto escalar de 
los elementos x e y: (2, y), y (x, y)a. Si el operador A es «uto- 
conjugado en el sentido de cada producto escalar, entonces 
IA! = 1 All: = o (4). 

Fi radio espectral da la estimación inferior a cualquier 
norma del operador. Tntroduzcamos el radio mumérico del 
operador, el cual permite obtener estimaciones bilalerales 
para la norma. 

El radio numérico del operador A, que actúa on el espacio 
complejo Zf, se define de la siguiente forma: 


p(4) = Sub (Az, 231, Edf. 
x= 


Para todo operador linoal acotado A gon válidas las dosi- 
gunldades: 


bed 1 
LAIA I=e (4) =<1/141l,  1.(4 >> y 


además, p (4%)< [lp (41 para cualquier n natural. Si ol 
operador Á es auloconjugado, entonces p (4) = || A |l. 
Suñalemos otra serie de propiedades interesantes del radio 
numórico. Así, por cjemplo, p (A*) = p (4), p (4* 4) = 
= || A |1?. Además, p (A) < p (4), donde q (4) os el radio 
espectral del operador introducido anteriormento. 

El operador lineal A, que actúa en el espacio de ITilbert A 
se lama positivo (A > 0), si (Ax, 1) >0 para todos los 
x € FI, excepto - = 0. ln el caso de un espacio complejo ¿/£ 
la definición de positividad se introduce sólo para los ope- 
radoreg auloconjugados, ya que de la positividad de un 
operador on este caso se deduce su auloconjugación. 

Análogamente se introduce la definición del carácter no 
negativo del operador A (para todos los z € JT (Azx, 2) > 
> 0) y del caracter definido positivo (para todos los :c € 
Elf (Ax, 2) >58 (7, 2). donde 6 > 0). Un operador no li- 
nca] A que actua en f/7, se llama monótono, si 


(Az — Ay, 2—y)=0, 2, y€lT, 
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estrictamente monótono, si 
(Ar — Ay, zz — y) >0, z, yEH, TÉ Y, 


y fuertemente monótono, si para todos los x, y € Y ticne 
lugar la desigualdad 


(Ax — Ay, 2 y>6lzx—y!?, $0. 


TROMHEMA 2. Supongamos que el operador no lineal A posee 
derivada de Gato continua en cada punto x € II. Entonces el 
operador ÁA es fuertemente monótono sobre 1I, si y solamente 
si existe un 0 > 0, tal que 


(4* (dy, y >0(Y, y). y EH. 


Sea A un operador lincal no negativo. Al número (Az, 2) 
lo llamaremos energía del operador. Compararemos los ope- 
radoreg A y 1 por su energía. Si ((A — B)x, 7) > 0 para to- 
dos Jos x € JT, entonces escribiremos A > B. 

Si existen constantes y¿> Yy > 0, tales que para los 
operadores lincales A y Z son ciertas las desigualdades 
v1B< AS Y2B, entonces a dichos operadores los llamaremos 
energéticamente equivalentes (cn. €q.), y Y, y Ya, constantes 
de equivalencia energética de los operadores A y £. Sean 

Ó0= inf (Ax, 2) y A= sup (Az, 2). 
liell=1 IES! 
Los números 6 y Á se llaman cotas del operador A (autocon- 
jugado en el caso de ¿7 complejo). Es evidenbe que son ciertas 
las desigualdades 


Ó (2, 12] < (Az, 2< A (zx, 2), x Elf 
SES A <. AL, 


donde E' es el operador identidad, Ex = zx. 

No es difícil cercionarse de que la relación de desigual- 
dad introducida en el conjunto de los operadores lineales 
que actúan en Ff, posee las siguicntes propiedados: 

1) de A>ByC>D so decuco A FC>BH+O, 

2) de A>0 y 4>0 se deduco ¿A > O, 

3) do A>B y B>C se doduco Á > C, 

4) si A>0 y A7 oxisto, entoncos A“* > (). 

Además es obvio, quo A*A y AA* son operadoros no 
nogativos para cualquier opocrador linoal A. Estos opera- 
doros serán positivos, si A 0s un operador positivo. 
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TEOREMA 3. El producto AB de dos operadores A y B no 
negativos conmutables, uno de los cuales es autoconjugado, es 
también un operador no negativo. 

Para cualquier operador Á autoconjugado no negativo 
tieno lugar una generalización de las desigualdad do Cauchy- 
Buniakovski 


|Ax, y 1< V (42,0 V (Ay y), yen. 


SeaD un operador autoconjugado positivo que actúa on ¿f. 
Entonces so puede introducir el espacio energético IT ,,, que 
consisto de los elemontos de Ff, con el producto escalar (z, 
Y)p = (Dx, y) y la norma 


lx» =V(Dz, x). 


Obsorvemos, que si Y es un oporador autloconjugado, de- 
finido positivo y acotado en 2f, entonces para cualquier 
x EH on virtud de la dosigualdad de Cauchy-Buniakovski 
son válidos las estimacionos 


8 (7, 11<(Dx, 3)<HD | lr ZA (7, 2), 
Estas dosigualdades se pueden escribir en la forma 


VS =11<Ixllb<VA Iz ll, 


do doudo se doduco que la norma usnal || - |l y la norma 
energética |] + lp son equivalentes. 

Notemos, quo se puedo construir un espacio onergélico 
unitario A y, partiondo de un operador D positivo no auto- 
conjugado. Para osto dofiniremos el producto escalar en /f ,, 
do la siguiente forma: 


(7, Y y = (Dor, y), donde D, = 0,5 (D 4 D*), 


Citemos una sorie «do lemas, los cuales contienen las de- 
sigualdados fundamentales, que nos során necesarias on lo 
sucesivo. 

LEMA 6. Supongamos que para el operudor lincal A está 
cumplido la condición A > 5E,85 > 0. Entonces para cualquier 
w € H, tiene lugar la destgualdad 


(Ar, Ar < 6 (Ar, 2). 


Si para un operador uutoconjugado no negativo está 
cumplido la condición A < A/í, entonces para cualquier z € H 
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tiene lugar la desigualdad 
(Az, Ar <A (Az, 2). 


LeMa 1. De la condición (Az, Ar) Z A (Az, 2), 2 € IT, 
A >0 para el operador no negativo A se deduce la desi- 
gualdad 


AS AE, 


y de la cundición (Ax, Ax) > 5 (Az, 2), 6 > 0, para el opera- 

dor autoconjugado no negativo A se deduce la desigualdad 
ASE. 

COROLARIO 1. De los lemas 6 y 7 se desprende, que para el 


operador A autoconjugado y definido positivo las desiguul- 
dudes 


JEXZASAE£, 6>0, 


É (Ax, 1) < (Ax, Ar< A (Ax, 2), 6>0, 


son equivalentes. 

coronario 2. De (5) y del lema 6 se deduce la estimación 
(Ax, Ar < | A || (Az, 2), x € IT para el operador autocon- 
jugado no negativo A en H. 

LEMA 8. Sea A el operador positivo, acotado y autocon- 
jugado en HT, A >0, | Az |< A ll z 1]. Entonces el vperador 
inverso A7* es definido positivo A“ > = E. 

LEMA Y. Sea A y B los operadores «autoconjugaudos y defi- 
nidos positivos en IT. Entonces las desigualdados 

VBSAS< VB, Ya> Y >0 
y 

YATS BIS VMA?, v2>Y1>0 
son equivalentes. 

LiMa to Si A es el operador definido positivo A > E, 
5 > 0, entonces existe el operador inverso AT! y [Art Il < 1/6. 
La demostración se doduce de la desigualdad 

5 lx P< (Ax, 7< | Az lx ll, 6>0 
y del teorema 1. 

OUSERVACION. Si A es el operador positivo, ontonces A —* 
existe. En el caso de un espacio complejo FF para la cxisten- 
cia dol oporador A7! os suficiente la posilividad de la com- 
ponente real 44 = 0,5 (4 1 4%) o la positividad de ta 


compononte imaginaria A, = 37 (A — A*) dol operador A. 
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4. Funciones de un operador acotado. En la teoría de los 
métodos iterativos nos vemos obligados a tropozar con las 
funciones de un operador. Sea A el oporador Jineal acotado 
que actúa en ol ospacio normado X. Si f (A) os una función 
analítica ontera do la variablo A, la cual se desarrolla on la 

o 


serie »] anA*, entonces se puode definir la función f (4) del 
hu=="U) 


co 


operador Á con ayuda do la fórmula / (4) = Y) a, 4*. El 
0 


oporador f (4) también sorá linoal y acotado. En calidad de 
ojomplo citemos la función exponencial de un operador 
et = > e La definición introducida de función do un 
hazx() 

oporador so puede extender a una clase más amplia de fun- 
ciones y trazar un cálculo operacional para operadores 
acutados. Nosotros daremos uúna definición más generalizada 
solamente para operadores acolados uutoconjugados en el 
espacio de Ililbert. 

Sean $ y A las colas inferior y superior dol operador A 
autoconjugado en AH. Sea f (A) una función continua cn el 
segmento [6, A). El operador f (4) so llama función del 
operador autoconjugudo A. 

La correspondencia entre las funciones de la variablo 
real y las funciones do un operador posee las signiocnles 
propiedados: 

e 7 ¡ (4) = 2f, (1) +Bf, (2), entonces f (4) = af, (4)+ 

Pe , 

y STO) mf 00) fa (3), entonces F(4) =4, (4) x 

y (4). 

3) Do AB = BA so deduce que F(A)B = Bf (A) para 
cualquier operador Jineal acotado B. 

49 Si fLO0)<f/(WM< ff, A) para todos los 4 €l6, Al, 
entonces f, (4) < / (4)< f. (4). 


5) MALAS máx 1/(0) 1. 
<i1AGA 


6) F(4) =1/ (4)1*, dotude la raya encima do Ja función 
significa el paso a la función compleja conjugada. Si / (2) 
cs una función roal, óntonces de aquí se deduceo, que el ope- 
rador f (4) 0s nutoconjugndo en 77. 

Do la propiedad 4) se doduce, que si f(A)> 0 sobro 
(6, Al, entonces f (4) os el operador no negativo. 

Un ejemplo importante do la función de un operador es 
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la raíz cuadrada del operador. El operador B se llama raíz 
cuadrada del operador A, si B* = A. 

TEOREMA 6. Jxiste una única raiz cuadrada autoconjugada 
no negativa de cualquier operador autoconjugado no negati- 
vo A, la cual cornmuta con todo operador que conmute con A. 

) 

Designaremos por A* la raíz cuadrada del oporador A. 

Señalomos la siguiento propiedad: 
1 
PAI = 114% 119, si A=A*70, 


TEOREMA 5 Si A es el operador autoconjugado definido 
posttivo, A = A* >> UE, 8 >0, entonces existe el operador 
1 ( 


acotado autoconjugado A 2 | AT? H< 1/V 8. 
La demostración se desprendo de la desigualdad 


1 í 1 
Ó (xr, 2) < (Az, 2) =(Afz, A2x)= [147 £ ||? 


y tlol teorema 1. 
3. Operadores cn un espacio de dimensión finifa. Exami- 
nemos un espacio unitario f/f, rn-dimensional. Supongamos 
que los elementos 2,, La, - - ., T, forman una base ortonor- 
mal en A. Por la definición de ospacio de dimensión finita 
cualguicr elomento E 7 seo puede representar de manera 
única en forma do la combinación lineal 

LC HF lot YH + CaTp- (6) 
De la ortonormalidad del sistema xX,, Za, . . -, Z, So deduce, 
quo Cc, = (<, 54). 

De osta forma, a cada clemento «x € H se le puodo poner 
en correspondencia el vector e =(€,, Cp, - . -, Cn), cuyas 
componentes son los coeficientes ch del desarrollo (6). 

Sea A el operador linoal, definido sobre ¿7. ln la base 
Lar gr +» + .«, Zn a Ól lo corrosponde una matriz 4 = (a;1) 
de tamaño rn X rn, donde a;, =(Ax», 2;). Inversamente toda 
matriz ,4 do tamaño r Xx nr defino un operador lineal en /7. 
ln esto caso al olomento Ázx se le pone en correspondencia 


el veclor 
n n 


n 
“| 

(2, intro pN A2uCnr..-5 y annn), 
(ue = 


¡0 


3s decir, el vector 4e. 
Si el operador A es antoconjugado cn ¿7, entonces la 
matriz A correspondiente es simótrica en cualquier baso 
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ortonormal. Señalemos, que en una base no ortonormal 
a un oporador autoconjugado A le correspondo una matriz 
no simétrica. 

Detongámonos en las propicdades de los valores propios 
y elementos propios del operador lineal 4. El númoro A so 
llama valor propio del operador A, si la ecuación 


Ax = hz (7) 


posoe soluciones no nulas. El clomento zx $e 0, que salisfaco 
(7), se llama elemento propio del operador A, correspondionLe 
al valor propio A. Dicho «lo otra forma, los valores propios 
dol operador A son aquellos valores A, para los cuales kor 
(4 — 1£) 40; los elomuntos propios, correspondientes «ul 
valor propio A, son los clementos dilerentes do coro del sub- 
espacio ker (4 — 12). Esto mismo subespacio 306 llama 
subespacio propio, correspondiente al valor propio A. 

11 conjunto a (4) de los valoros propios dol operador Á so 
llama espectro del operador A. 

1. Un operador autoconjugado A tiono rn olementos pro- 
pios ortonormalizados 2,, Ta, . - ., Zn- Los valoros propios 
correspondiontes A,, k = 1, 2, ..., a son realos. Si todos 
los valoros propios son difoerontios, entonces ÁA se llama 
operador con espectro simple. 

2. Para el operador antoconjugndo A tionen lugar las 
ignaldades 


NA I]=P(4)= máx |An!, 
ichGn 


donde p (4) es el radio espectral del operador A. Estas ignal- 
dudes se consorvan para un operador normal A. 
3. Si A = 4*>0, entonces ivudos los valoros propios 


del operador Á son no nogativos. Con esto para cualquior 
zeH 


0 (7, 2) < (Az, 2)< A (1, 2), 
dondo 0< 6 = mín An y A =máxA;z. 
h 


Para el operador autoconjugado A so llama relación de Jte- 
lay la exprosión (Az, x)M(x, zx). 

Los valores propios, inayor y menor, del operador A so 
determinan con ayuda do la relación do Rolay de la siguion- 
to forma: 


PE (Az, 21) _ (Ax, 2) 
do A mr 
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Designaremos modiante A (4) los valoros propios del 
Pe A. Sea f (A) la er del operador autoconju- 
gado A. Jontonceos 4 (/ (4)) == [A (4)) (teorema sobre la 
transformación de Jos espectros). 

535. Sí los oporadores autoconjugados A y LB conmutan, 
A= AF, B= hB* AB = BA, entonces ellos poscon un 
sistema común de elementos propios. En este caso los ope- 
radores AB y A + B tienen el misino sistema de elementos 
propios que los operadores Á y B y los valores propios 


AAB)=A (AJA (BD), 2(4+B)=14(4) + A (B). 


G. Un elemento arbitrario x € /f se puede desarrollar 
por elementos propios del operador autoconjugado A 
3! 
r= Ze Ch Th» cy =(%, Tp) y nl mismo tiempo 


pm 
n 


=P 2) ef. 
fi=1 


131 númoro A se llama valor propio del operador A con respesto 
al operador B, si la ecuación 


Áz =4ABx (8) 


posee soluciones no nulas. El elomento x + 0 que salisface 
la ecuación (8), so Jlama elemento propio del operador A con 
respecto al operudor B que corresponde al número 4. 

7. Si los operadores A y B son autoconjugados en /T, 
y el operador 2, además, está definido positivamente, enton- 
cos existen rn elemontos propios Pi Lar +» -, Y ortonormali- 
zados en el espacio energético Hp: (Lar Xin = Ónt» k, i = 
=4, 2, ..., nr. los valores propios respectivos son reales 
y ticnen lugar las «dosigualdades 


Y (Bz, 7)< (Az, 2)< y, (Bz, 2), 


dondo 


Yy = ae A, = mín E EA , 


Xx =e= 0 T., zx) 


Y2 = máx A, = máx 422 

. rn zan Ur, 2) * 

Por consiguiente, las constantes de eq. en. de los operado- 
res autoconjugados A y B on el censo del operador definido 
positivo /3 coinciden con Jos valores propios mínimo y máxi- 
mo del problema generalizado (8). 
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6. Solubilidad de las ecuaciones operacionales. Supon- 
gamos que hace falta hallar la solución do la ecuación ope- 
racional de primer género 


du=f, (9) 


donde 4 es el operador linoal acotado en el espacio de Hiíl- 
bert £f, f os el elemento prefijado, y u, el elemento buscado 
de HF. Supondremos que 17 es de dimensión finita. A nosotros 
nos intorosará el problema sobre la solubilidad de la ecua- 
ción (9). Tiene lugar 

TEOREMA 0. Para que la ecuación (9) sea soluble para cual- 
quier miembro derecho f, es necesario y suficiente, que la rés- 
pectiva ecuación homogénea Au =0U0, tenga únicamente la 
solución trivial u = 0. Con esto la solución de la ecuación (9) 
es única. 

La demostración del tcoroma se basa en el lema 1. 

A la formulación del teorema se le puede dar otra forma: 
in ecuación (9) es soluble univocamente para cualquier f € /f, 
onltoncos y solamento entonces, cuando ker A = 0 (véase 
el punto 2). 

Si ker 4 3 0, entonces la ocuación os soluble sólo para 
restricciones complemontarias sobre f. Recordemos, que en 
virtud del lema 3 el espacio 77 es la suina directa de suboes- 
pacios ortogonales: 


H=kerA BimA*, Y =kerA* Q imA. 


TEOREMA 7. Para la solubilidad de la ecuación no homogé- 
nea (9) es necesario y suficiente que el miembro derecho f seu 
ortogonal al subespacio ker A*. En este caso la solución no es 
única y se determina con exactitud hasta un elemento arbitrario 
perteneciente al kor A: 


u=Uú ++ u, u€kerA, Au=f, u€imaA*. 


Son f ortogonal al ker A*. Se llama solución normal de la 
ecuación (9) la solución que posee norma mínima. 

LEMA 11. La solución normal es única y pertenece al sub- 
espacio im A* (es decir, es ortogonal al kor A). 

En efocto, sea U =u + u, 4 E kerA, u € im 4*. Enton- 
cos || u |? = (u, u) = [e P+ Illa P> uh? ya que u 
es un elemento arbitrario del subespacio ker 4. Por consi- 
guiento, la norma |] u ||, será mínima si u =¿ Cim A*. 

Supongamos que no está cumplida la condición de orto- 
gonalidad de f al subespacio kor A*. IEEntoncos no oxiste la 
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solución de la ecuación (9) en el sentido clásico. Sen 


=Í+7F TEkorA*, fEima. 
Se llama solución generalizada de la ecuación (9), el clomon- 


to u E JT, para el cual 4u = f; la solución generalizada le 
concede el mínimo al funcional || 4u — f |]. En efecto, como 


(du — f € imA para cualquier « E JÍ, entonces 
| Ay — FR = 1 Au — 7 BH FP 17 IP, 


y al mismo tiompo la desigualdad so alcanza si u es la solu- 
ción gonoralizada. 

La solución genoralizada se dotermina con exacbilud 
hasta un elomento arbitrario del subespacio ker A. Llamare- 
mos solución normal goncralizada de la ecuación (9) la solu- 
ción genoralizada que posce norma mínima. La solución 
normal es única y perteneco a jin A*, 

Es evidonte, que el concepto aquí introducido de solu- 
ción normal, concuerda por completo con el dado más arriba. 
Soñíalomos, que si existe Ja solución normal clásica, unton- 
cos ella cuincido con la solución normal genoralizada. 

Examinemos ahora la ecuación (9) con un operador no 
lincal arbitrario A, que actúa en el espacio de Hilbort £f. 
En este caso, para demostrar la oxisltencia y unicidad de la 
solución de la ecuación (9) con frecuencia, se utiliza el 
principio de las aplicaciones contraídas de S. Bunach. 

TEOREMA 8. Sea un operador B definido en el espacio de 
Hilbert H y que aplica el conjunto cerrado T del espacio JI en 
si mismo. Supongamos, además, que el operador B es unifor- 


memente contractante, es decir, satisface la condición de 
Lipschitz 


Il Bx — By (|< q li x — y ll, Y, yET, 


donde q < 1 y no depende de x e y. Entonces existe un y sola- 
mente un punto 2, ET, tal que 2, = Bzx,. El punto xy se 
llama punto fijo del operador B. 

COROLARIO 1. Si el operador B tiene derivada de Gato en HH, 
la cual satisface ta condición || B* (27) | <q <4 para cualquier 
x El, entonces la ccuación x = Bx tiene solución única 
en II. 

COROLARIO 2. Supongamos que el operador C aplica el con- 
junto cerrado T en sí mismo y conmuta con el operador B, el 
cual satisface las condiciones del principio de las aplicaciones 
contraídas. Entonces el punto fijo del operador B es un punto 


288 


fijo [posiblemente no único) del operador C. En particular, si 
alguna iteración B” del operador B satisface el principio de las 
aplicaciones contraídas, entonces el punto fijo del operador 13" 
es también un punto fijo (único) del operador B. 

lRRogresemos ahora a la resolución de la ecuación (9) con 
el oporador no lineal 4. Tione lugar 

TEOREMA 9 Suporgamos que el operador A posee derivada 
de Gato A” (x) en cada punto x € H y existe — Y 0, tal que se 
cumple la estimación || E — TA' (o) ll<9< 41 para todos 
los zx € II. Entonces la ecuación (9) posee solución ¡nica en H. 

En efecto, la ocuación (9) se puede escribir en la síguion- 
te forma: 


U=Uu—TAU+ TT tRO. (10) 


Delinamos el operador DB: Bx = zx — TÁz + Tf. Es evidento 
que el operador 3 posee derivada de Gato, igual a B” (1) = 
= E — T4' (2). En virtud do las condiciones del teorema 
tencmos (1B* (4) [3 < 41 para cualquier z € +7. Por eso 
del corolario 1 dol teorema 8 so desprendo Ja existencia y uni- 
cidad de solución de la ecuación (10) y, por consiguiento, de 
la ecuación (9). El teorema está demostrado, 

Soñalemos, quo on el capitulo VI serán examinados algu- 
nos mélodos de obtención do estimaciones para las normas de 
operadoros lincales del tipo E — 1C, donde T es un númoro. 

En el principio de las aplicaciones contraídas no se 
agotan ludos los casos, cuando existe solución de la ecua- 
ción no lineal. Al demostrar la solubilidad de la ecuación 
operacional (Y) $e puede utilizar una de las variantes dol 
teorema sobre el punto fijo — el principio de Brauder. 

TEOREMA 10. Sea un operador B continuo monótono (estric- 
tamente monótono) que satisface la condición 


(Bx, x)>0 para | = || =p >, 


en el espacio de IFilbert de dimensión finita E. Entonces la 
ecuación liz =Ó0 tiene al menos una (respectivamente única) 
solución en la bola ll x11< fp. 

Utilicemos este Leorecma y formulemos las condiciones 
bajo las cuales la ecuación operacional (9) tiene solución 
única para cualquicr miembro derocho f. 

TEOREMA 11. Sea dada la ecuación (9) con el operador 
continuo y fuertemente monótono AÁ 


(Ax — Ay —y>=58lx—yll, 6>0, z2,ye H, 
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en cl espacio de Ililbert de dimensión finita IT. Entonces en la 
bola | u |< 5 [140 — f | la ecuación (9) tiene solución única. 


En efecto, escribamos la ccuación (4) en Ja siguiente 
forma: 


Bu = Au —jf=0. 


Se ve, que el operador ¿3 es continuo y fuertemente monóto- 
no. Empleando la condición del teorema y la desigualdad 
do Canchy-Buniakovski, obtenemos 


(Bz, 2) = (Az —f, 2) = (AZ—A0, z-0)—(f — 40, D=> 
> 5 lx 1— 117 — 40 || [| x= 11 = (6 [] x 11 — 11 40—fIDlIz11. 


De aquí se deduce, que sobre la esfera || x || = £ | 40 — f Il 


el operador 3 satisface la condición (Bzx, x) > 0. Por eso en 
virtud del teorema 40 la ecuación Bu = 0 (y junto con clla 
la ecuación (9)) tiene solución única en Ja bola indicada. El 
teorema 14 está demostrado. 

COROLARIO 1. Steloperador 4 tiene derivada de Gato en If, 
que es el operador positivo definido en H, entonces lus 
condicones del teorema 11 están cumplidas. 

En ofecto, como en un espacio Jineal de dimensión fini- 
tn tudo operador lineal es acotado, entonces la derivada do 
Gato es un operador continuo acotado y definido positivo 
en Af. Del teorema 2 se desprende, que Á es un operador 
fuortemento monótono. Además, de la acotación de la deriva- 
da de Gato se infiere, que el oporador A satisface la condi- 
ción de Lipschitz y por Jo tanto es continuo. 


S 2. Esquemas de diferencias 
como ecuaciones operacionales 


1. Ejemplos de espacios de funciones reticulares. En el 
$ 4 del cap. 1 fueron introducidos los conceptos fundamen- 
talos de la teoría de log esquemas de diferencias: redes, 
ecuaciones reliculares, funciones reticulares, derivadas de 
diferencias, ate. La teoría forma los principios generales 
y reglas de construcción de esquemas de diferencias de una 
calidad dada. Un rasgo caraclorístico de esta teoría es la 
posibilidad de confrontar con cada ecuación diferencial toda 
una clase de esquemas de diferencias de las propiedades exigi- 
das. Al construir la teoría gencral es natural librarse de la 
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estructura concreta y la forma explicita de las ceonaciones en 
diferencias. Esto conduce a la definición de los esquemas de 
diferencias como ecuaciones operacionales con operadores, 
que aclúan en cierto espacio funcional, precisamente, en un 
espacio de funciones reticulares. 

Por espacio de funciones reticulares se entiende cel conjunto 
de las funciones definidas sobre una ciorta red. Puesto que 
a cada Función reticular se le puede poner en corresponden- 
cia el vector, cuyas coordenadas son los valores de la fun- 
ción reticular en los nodos de la rod, entonces las operaciones 
de suma de funciones y de multiplicación de funciones por 
un húmero se definen de igual manera que para log vecloros. 

E! espacio de las funciones reticulares es lincal, y si 
la red contiene un número finito de nodos, entonces ol es- 
pacio es de dimensión finita. Su dimensión es igual al nú- 
mero de nodos de la red. 

En el espacio de las funciones reliculares se puede intro- 
ducir un producto escalar de funcionos, convirtiendo esta 
espacio en un espacio de Flilbort. Los distintos espacios «le 
funciones reticularos se pueden diferenciar uno de otro por la 
olección de la red y la normación. Cilemos algunos ejemplos. 

EJEMPLO 1 Sea la red uniforme yv = lx, —íHh,0<i< NV, 
AN = l) con paso h introducida en el intervalo 0O< x< 1. 
Mediante 0, 0* y (07 designaremos las siguientos parles 


de la rod o: 
o=4x€w0 1i<i<N-—1), 
ot (r,€m 1<i<NM. 
M7 = í2, € wo, 0<1i<N— 1). 
Jzn el conjunto ¿Y de las funciones reticulares, definidas 


sobre w y que toman valores reales, definmiremos un pro- 
dncto escalar y una norma de la siguiente forma: 


N-1 
(u, 0) = (u, v). = 2 u,0¿h -p 0,5h (Ugo + UNU NN), 


lu ll =Y (e, uv), €, =u (zi), u; =U (z;). 
Si 2; y Us Se consideran como los valores de las funciones 


u (x) y y (1) del argumento continuo x € 10, 2) sobre la red o, 
entonces el producto escalar (1) represonte la fórmula de 
1 


cuadratura de los trapecios para Ja integral | u (x) u (1) de. 
0 
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Si las funciones reticulares están prefijadas sobre 0, 0*, wm”, 
entonces el producto escalar de funciones reticulares escala- 
res se define respectivamente por las fórmulas 
N-1 
(u, v) = 2 um, ,h,  u, vEll (wm), 
ií= 


(e, VD) = y U¿¡V¡h+0,5huxUn,  Uu, VEH (w*), 
4=1 


N-1 
(Uu, v)= 2 u¡U¡h + 0,5hugUo, u, VE TI (w7), 
iso 


Es fácil comprobar, que los productos escalares introduci- 
dos satisfacen todos los axiomas del producto escalar, y por 
lo tanto los espacios construidos son de Filbert. 

EJEMPLO 2. Sea ahora introducida en el segmento 0< 
<2< l una red no uniforme arbibcaria: 


o=(,€l0, l, q =za+h. 1<i<N, 
ty = UV, e 2). (2) 
Rocordemos la definición del paso medio A; en el nodo z;: 
Bj =0,5 (Bid Bis), 1A<i<N—1, o =0,5%k, 
Ay = 0,0 kh y. (3) 


Señalemos, que una red uniforme es un caso particular de la 
red no uniforme (2) para h¡=h. Con osto tenemos Á, = h, 
1i< ¡<< N — de Po 0 Ry = 0,54. 

Como más arriba, designemos madiante , +, w7 las 
partes respectivas de la red w0. Por analogía con el ejemplo 1 
dofivniremos el producto escalar en los espacios reales de 
Íunciones roticulares dadas sobre las redos indicadas, por las 
fórmulas: 


NÑN 


(u, 0) = 2 uv¡h,, uu, vEH (o), (4) 
N-1 
(u, »= 2 u,0,R,, u, vElT(o), (5) 


Sale 


N 

(u, v)= 2 uv¿ hi, u, ver (+), 
i- 
N-1 


(u, »)= 2 upw;h,,  u, vEHA (0). 
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Los espacios construidos de funciones reticulares son «lo 
ITilbert y Lionen dimensión finita, igual al número de nodos 
de la red correspondiente. 
Es cómodo escribir los productos escalares inlroducidos 

on la forma 

(uy, v)= Yi u(x,)v(z=,)R(x2,)), uu, velt(a), 

¡en 
donde por Q se entiende una de las redes 0, 0, 0* ó 0-. 
Además de Jos productos escalares indicados con frecuencia 
se encuentran las sumas del tipo 
N N-1 
(U, Du = A Uh, (UU Oder = 2) UV (65) 
i= 1 () 

Jas cuales se pueden utilizar en calidad do productos escalares 
en log espacios 17 (0*) y 4f (07). Se ve, que para el produc- 
to escalar (4) en el espacio ¿f (w) es cierta la igualdad 

(uu, 0) = 0,59 lu (U0,+ + (U, D)w-I, u, vEN (w). 

EJEMPLO 3 Seca una rod rectangular no uniforme arbilra- 

ría = 0,¡X 03 introducida en ol rectángulo G = ([0< 
< ta < la, a =1, 2), donde 

wa = (Za (ia) € lO, lal, Za (tu) = Ta lla — 1) + 

+ Ra (la), 

i<i<Na: Ta (0) =0, ziNa) = Ll.) a = 1, 2. 
Sea rx (i1), O< l.< Na al paso medio en el nodo zz (ia) 
por la dirección za: 

Ra (ia) =0,5 Ilha (la) +Ra (la +0) 1<!l<Na—1, 

Ra(0) = 0,5 Ral1), ho (Na) = 0,5 a (Na), 

a =41, 2. 
Jin el espacio 4 (Q) de las Íunciones reticulares. prefijadas 


sobre 2, donde Y es cualquior parte de la red w, definiremos 
el producto escalar por la fórmula 


(u, v0)= a u(2,)0 (2) Rifa, 2; = (2%, (61), Ta (iy))- 
¿ 
En particular, si la rod es uniforme on cada dirección, 
Ra (la) == ha, a =1, 2, y si las funciones reticulares ostán 


definidas en w (en los nodos intoriores de la red w), entonces 
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el producto escalar introducido so escribe en la forma 
N¡-1 Ny-1 
(u,v)= Y. Y) Uli, ios to) hihs. u.,vEH (o). 
iq=1 ig=1 
Nosotros aquí nos Jimitaremos a Jos ejemplos citados. Obros 
ejemplos más complejos serán examinados en los capítnios 
siguientes al estudiar problemas de diferencias concretos. 
2. Algunas identidades de diferencias. Pasemos ahora 
a la deducción de las fórmulas flundamentalos, con ayuda de 
las cueles se transforman las oxpresiones que contienen 
funciones reticulares. Nosotros mostromos estas fórmulas 
para el caso, cuando Jas funciones reticulares ostán prefija- 
das sobre una red no niforme, definida en (2). 
Recordemos la definición de las derivadas fundamentales 
de diferencias de la función roticular: 


Za MI Y E _—_ Mir — Bd 
Yo 4 — h R Yo, 1 > Yz o less1 ! 
Yi —Yizt Dira — Ys 
1 Ed O A — — oo 
Ye 1 hs d Ue ? Ri > 
Yer TY y lil ¡¿— Yz 4). 
xx. 1 ax, 1 MEAN xt 


En el punto 2 del $ 1 cap. 1 fueron obtenidas dos fór- 
mulas de sumación por partos: 


n= 1 n 
a 
> uu. v¡h,= — y OZ ¡AH UnUa— Um+1U mo 
1 “«m>+ 1 Xx. ? t=?"n 41 : 
(7) 
an—) n-) 
= : 
Y, uz oh, == >. UD. dh ¿q U,- ¡Un — UmnUm> (8) 
i=m+ 1 t=m ea 


Sustituyendo en estas fórmulas las relaciones 
hilz y =Allg o pls, 1 = hRi4iUe, io 


después de simples transformaciones obtenemos las fórmulas 


n-—it nl 


> U - vh AREA 2 Uu¡Ux, ¿lira 4- Un-10 n — UmUm»> (9) 
iam4-1 *»? ¿um 
n- il n 
ES 
y Ux Dis e NES ' u¡Uv Rh; 2 UNO y — Una+ 18 m> (10) 
f-=m+ 1 i=m«4 1 1 
rm n-—i 
A a] 
2 uz ¡pjh,= cn > U¡Ue, ¿4 E Uy Un — UU mo (11) 
i=m+1 ; im 
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Sustituyamos m =0 y n = N en las fórmulas (7), (0), 
(11) y tengamos en cuenta la definición (5) para e] producto 
escalar en ZT (0) y, además, la notación (6). Obtendremos Jas 
identidades 


(Un, v) A A (u, Us) + + UyUy — UyDas (7) 
(Ur, v)= —(u, Cxdw- FUN Un — UpUa, (9) 
(Us. Vlo+= — (U, Uxhu= + UyUy —UgDo, (11) 


para las funciones reticularos u; y €, definídas sobre la 
red w. Si en (7%) ponemos 4; = GYz, ¿ pata 1<Z<I<N, 
entonces obtendremos la primera fórmula de Green de di- 
ferencias 

((ayz) e. 0)= —(0Yz, Uzlor + 4 nYz, yUN — 01Yx, oVo- (12) 


Análogamente, suponiendo u; =4¡ Y ¿ en (9) para 0< 
< ¿¡< N—1, obtenemos 


((4Y x-) , DO) = —(QYz, Ux)u- + An-aidz yÚUn — loz, oo: 
Si do (12) restamos la igualdad 
(Y, (acz). ) == (ayz, U=)er+ 5 AnUz. nNynN A A 


entonces obtendremos la segunda fórmula de Grceu de 
diferencias 


((ayzda, 0) — AY, (a6z)¿) =p (Y — UU) y — 1 (420 — Varo» 
(13) 


Señalemos, que para las funciones y; y U¿, que so anulan 
para i=00ci¿=Níyo =Yy =0, Vo = Uy = 0), In fór- 
mula (12) lieno la forma 


((ayz)o, D)= —(0Yz. Uz)wr. 


mientras que Ja sogunda fórmula do Green (13), tiene la 
forma 
((tjz)er 0) = (y, (203) .). 
x xx 
En el caso general do las funciones reticnlares arbitrarias, 


definidas sobro w, las fórmulas (12) y (13) se pueden escri- 
bir en la forma 


(Ay, 0) = —(4Yz, Vzlwr» Ay, 0) —(Y, Ay)=0, (14) 


9945 


donde el operador de diferencias A, que aplica Z7 (w) sobre 
HL (0), se determina de la siguiente mancra: 


1 ; 
FT AYx, 0 ¿=0, 
A (y) = (ayz). q” 1iI<i<N—A, 
4 

— ay 2NYz, NN? i=/,. 
Aquí el producto escalar en 17 (0) está profijado por la 
fórmula (4). Observemos que la igualdad (14) expresa la 
autoconjugación del opcrador A en el espacio FT (0). 


Hemos examinado el caso, cuando subre la red las funciones rebi- 
culares toman valores reales. Si ellas adquicren valores complejos 


sobre wm, entonces se introduce el espacio de Hilbert complejo 17 (o) 
con el producto escalar 


N 
(u, v)= 2 ujoihe, u, VEN (0), (15) 


i=0 


donde v; es el número complejo conjugado de vb; Análogamente se 
define el producto escalar en 4 (w), 


N-1 
(ue, 12 upoi iy, e, DEL (u), (16) 
e 4 


y también on 7/7 (w* Y TF (0*). Con esto las [órmulas de sumación por 
partes (7), (9) y (11) toman la forma 


(24, 0) = —(Ua Days E Uy Ey — UD, 

(ua, v) = —(U, Uxdo- + Un 107 — Yoo» 

(te, Py == — (U, Pod yy Uy Uy — lgDo, 
y las fórmulas de Creen do diferencias toman la forma: 

(ay. , v)= — (ay, Var Td ANn Y NON Az, vo 
(ayer (Y, (av) 2) = (144) Ys 0h e 

+ (ay 0 —ayozin —(01Y y, Yo — AY, 0)- 

Aquí se ha utilizado lan notación (16). 


Utilizando el eperador A introducido anteriormente y la notación 
(15) para el producto escalar en H (w), la segunda fórmula de Green 
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de diferencias se puede escribir en la forma 
(Ay, 0) —(Y, Ae) =((4—4) Y Phys 


De aquí so deduce, que en el espacio de Hilbert complejo 11 (w) el 
operador A es autoconjugado si todos los a, son reales. 


Las relaciones análogas a la primera y segunda fórmulas 
de Grcen de diferencias (12) y (13), tienen Jugar también 
para cl operador de diferencias (ayzz)os . Mostremos, por 
cjomplo, cl análogo de la fórmula (12) 


N-2 N-1 
2 (Ud Ll Ll A Ps Mt 


t—2 


+ Hay, .).0 — aya -Vxly a — Mayo -)x V— 0Y; 00-11 


3. Coutas de los opcradores de diferencias más simples. 
Al estudiar las propiedades de los operadores de diforencias 
$e necesitan desigualdades, que dan Jas estimaciones para las 
cotas de los operadores y para las constantes de equivalencia 
encrgética do dos operadoros que actúan en el espacio /f 
do funciones roticulares. 

Examinemos primeramente los operadores do diferencias 
dados sobre un conjunto de funciones roticulares de un argu- 
mento y definidos en la red unilorme vw = (2, = ¿h E lO, dl, 
O<i<N,AN = D. Más adelante se utilizarán las notacio- 
nes 

N-1 
(Y, 1) == pr u;¿v¿h 4-0, (UL) + Uy Up), 
13 


N 
(U, Vlur = 2 u,v,h. 


Tiene dugar 

LEMA 12. Para toda función y; = y (x;), definida sobre la 
red uniforme w y que se anula pura ¿=0, ei¿=N son válidas 
las desigualdades 


Y 1) <(WUh lu <v (Y, Y), (17) 
donde 
4 a 3 4 4 
Y=>3 sen > 37. Ya=>37 “ot < 
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En ufacto, sea ka (£) la función propia ortonormalizada 
del problema 


(ndo + Anta =0, I<Si<N—1, (18) 
pr (0) = py (NV) =0. 


En el punto 1 del $ 5 del cap. 1 fue subrayado, que la fun- 
ción y; que satisface Jas condiciones del Jema, puede sor 
representada en forma de la suma 


N-1 
Yi == ¡2 Calla (¿), — Ccr=(Y, Un) (19) 
Do (18) y (19) hallamos 
ia N- 1 
Ue 2 ld — 2 cn li) AS EN, 


Utilizando la ortonormalidad de las funciones propias pH, 
vbtencmos 
Noi 5 1 


(y y= YN cd, —Uz. y= 2 y act. (20) 
hu1 


En virtud de la primora fórmula de on de diferencias (12) 
tendremos 


— (yz. Y)= (Yi, LDor- (21) 
Los valores propios A, del problema (18) fueron hallados en 
el punto 1 del $ $ del cap. 1: 


An =— +7 Sel A e == sent, 1I<k<N -—-1, 


y al mismo tiempo 
a di 4 2 5 
Yy = O po = My = 57 sen > 


Na An = Am 1 = yy cos? Sw a 
De aquí y de (20) y (21) se deducen Jas estimaciones (47) 
del Jema 12. 

OBSERVACIÓN 1 Las estimaciones (17) son exactas en el 
sentido, que ollas pasan a ser igualdados, si en lugar de y, 
so toman py (0) y Uy-i (5). Señalemos que y, = 8/1, si 
h = li2, es decir, para Y =2. Para N = 4 tenemos y, = 


= 32412 (2 4 M3) > 8/22. 
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OBSERVACIÓN 2. Si y¿ Se anula únicamente cuando ¿ =0 
úi=N, entonces en (17) tencmos 


Si y; es la función reticular arbitraria sobro om, entonces en 
(17) tenemos Y, =0 y y, = 4/h%. Para la demostración «de 
estas afirmaciones se «debe examinar en lugar del proble- 
ma (18) el problema -correspondiente de valores propios, 
estudiado en el $ 5 del cap. J. 

Las desigualdades (17) se puedon escribir en la forma 


Y (y. y < (—Ay, y < Ye (Y. Y). (22) 


si se introduce el operador Á por la fórmula Ay; = Yzx. ¿» 
1i<i<N — 1, sobre las funciones y;, que satisfacen las 
condiciones Ya = Y w = 0. Si la [unción reticular y, so anula 
solamento en un extromo de la rod w, entonces el operador A 
se debe definir por las fórmulas 


j Y y» I<IS<N—i, 
xx, Íf 


Ay; = o (23) 
l AY p ¿=N, si Yo =0, 


4 


2 . 
Tm Yx.t ¿=0, 


Y ¿I<I<N —1, 8i yy = 0, 


Ay, -= 


Teniendo en cuenta, que en cada uno de estos casos de 
la primera fórmula de Green de diferencias se desprenden las 
igualdados (Ay, y) = (Y4, Dor, obtenemos las desigualda- 
des (22), donde y, y ya están indicadas en la observación 2, 
e y, se anula en el extremo correspondionte de la red u. 

Si y, es la función reticular arbitraria. entonces el opera- 
dor ¡A se conviene definir asi: 


hr Ye. o ¿—=0, 


Agr dl Ye ¡USE NA, 


A 
xXx, t 
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En este caso Lambién son ciertas las desigualdades (22) y 
(— Ay, Y) —(Yz YI+HYG Yo — Y Yo = (Ys Dep 


Las constantes Y, y yo ostán indicudas en la observación 2. 

Asi, hemos hallado Jas cotas para los oporadoros do di- 
ferencias más simples. Mostremos ahora que para todos los 
vperadores introducidos en este punto es válida la desi- 
gualdad 


1 


i 
[(—Au, 1) <(—Au, 99) (—Ab, v)?. (24) 


llustracemos la idca do oblener la desigualdad (24) en el 
ejemplo del operador Ay = yzz. Introduzcamos el espacio 


IT (o) de las Tunciones roticulares definidas sobre w con el 
N=1 


producto oscalar (u, v)= 2 uh, u, CEN (O). Al 
oporador de diferencias Á on cl espacio ¿7 (0m) le corres- 
ponde el operador lineal A, definido por la igualdad 

Aga = — Ay 1<Ii<N—A, 


donde yE€H (w), y = Y para 1Í<i<N—1, y Y = 
= Yy =0. El operador A aplica /f (w) sobre FT («). 
En virtud de la igualdad (Uu, U)= (u, 5), lenemos 


(Au, vt) = — (Au, 2), donde Ue = = Uy = 0 y Y. = = Py =0. 
De (22) se deduce, que (Au, u) => y, (u, u), yy > 0. De 
esta forma, el operador A es definido positivo en 2 (0). 

Demostremos, que él es autoconjugado en 77 (0). En 
efecto, de la segunda fórmula de Green de diferencias (13) 
iendremos 


(Au, 0) =—(Au, 0) = —(Uz,, 0) = —(U, 07) =(u, AD). 


Ye que para un operador autoconjugado no negativo es váli- 
da la desigualdad eonseamanda de Cauchy-Buniakovski 
1 


Au, y) |< (Au, uy (Ab, vy?, entonces de aquí obion- 
remos 


o o o o] => 0 o > 
K— Au, 90] <(—AuU, u) * (—Av, yv)”, 
lo cual era preciso demostrar. 
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4. Estimaciones inferiores para algunos opcradores de 
diferencias. En el lema 12 do hecho se han hallado las cons- 
tantes de equivalencia energélica del operador unidad £ 
y el operador 4, cl cual corresponde al operador de diferen- 
cias —Ay = —yz, Sobre Jas funciones que se anulan en 


los extremos de la red w, es decir, y, y pg de las designaldados 
NE<A < pal. 

Ahora oblendremos «klosignaldades, que relacionan los 
operadores A y D donde Dy: = (Yi 1<?<N —1 
y pr >0. Para eso necesitamos definir la función de Green 
do diferencias del operador A. 

Supongamos que, sobre la red w introducida más arriba, 
se exige hallar la solución del problema de diferencias 


Av; =07., > —fÍ;, 1I<i<N—1, 
Uy = Op == O. (25) 


La función reticular G,,, que para k=4, 2, ..., N — 4 
fijo, satisface las condiciones 


. 1 : 
AG ¡y = e, dh Sino i<i<N—i, 
Cor 7 Gyn = 0, 
donde 5; es el símbolo de Kronecker: 


6 (1d, ¿i=k, 
m=* 9, ¿iek, 


se Jlama función de Green del operador de diferencias A. 

Exponemos las propiedades fundamentales de la función 
de Green: 

1) la función de Green es simótrica, G¿, = Gai y, además, 
Gin como función de k para ¿i=41,2,..., N —1 fija 
satisface las condiciones 

1 
AC in = Gran  — 7 Om» I<<N—A 
Gro == Cin == O. 

2) la función de Grecn es positiva, Gia > 0 para ¿, k e 
+0, N. 

3) para cualquier función relicular que satisfaga las 

ondiciones ya = Yy = 0, es ciorla la representación 
N-1 


4 == az GiAy,h, (26) 
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do mancra que la solución del problema (25) os reprosen- 
tale en la forma 


N-i 
VU, == > Ginfnh, 0SIi<N. 


Esta alirmación se demuestra con ayuda de la segunda fór- 
mula de Green de diferencias (13) y la propiedad 1). 

LEMa 13 Sea p, >0 la función reticular, definida sobre a 
y no idénticamente igual a cero. Para toda función 1 Yi, definida 
sobre w y que satisfaga las condiciones Yo = Yy =Ú. €8 
cierta la estimación 


lr, Ny<Wi Dos (27) 
donde 1f/y,= máx v;,, y ty, es la solución del pro- 
1SiSN-1 
blema de contorno 
NV =Bzp, ¿7 — lp 1SiSN—A, (28) 
Uy = Un = (. 


En efecto, sea ya = Yy = 0. Empleando (26), obtenemos 


N-1 N-1 N-1 
(oy, Y= Y ph=— 2 ph 2 Cuásh)> 
N-1 
e E RAY (2 PYiCinte) > —(Ay, 10), 
N-1 
donde hemos designado w.= 2 Pi Gini, OSK<NV. 


=1 
Aplicando la desigualdad (24), de aquí halleremos 
l 1 


(py, y<(—Ay, y * (—Aw, w)*, 
o cn virtud de (21) 
(py, Y?<(Yyh, DD, (— Axe, 10). (29) 


Utilicemos la propiedad 1) de la función de Greon G;a. 
Obloenemos 


N-1 N—-1 
— Aloy == — 2 hp y ¡AG ¿y = A PY Ó sn = PAY r 
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y por ennsiguíiente, 
(— Arto, 10) = 2 lr (2 do y ¿O ) — 2 > anU Uno 

h.-- 1 | mi ll 
dondo hemos designado 41, = Ppip,Cin 1 < .kK<N —1. 
Mediante la desigualdad: 2yyy, < yi + y, y lambién la 
simetría y la positividad de la función de Green (¿,, halla- 
mos 

nz! N-1 N=4 N-1 
(— Aro, w)< 2 0,5y? 2 Qin AZ 0,Sy% A Up; = 
-— pm. $ ara ">. 


1. N-1 N-1 N-1 
=NY YY an Y) a yr(D) enGinh). 
i=1 ka 1 1=]) hkmuj 


En virtud de la propicdad 3) la solución dol problema 
(23) se escribe en la forma 


N-1 
o, =D pj th >0, 1<i<N—A. 


Por lo tanto, 
N-1 i 
(—Avw, e) = Y eto hd máx vu. (py, Y=-- (py, y). 
ISIiÉ<N-1 Yi 


qacr1 


De aguí y de (29) se desprende la estimación (27) del lema, 

OBSERVACIÓN 1. Se puedo mostrar, que la función v; = 
= 0,5%, (1 —x¡), donde «x= ¿hEÍl0, ll, es la solución 
del problema (28) para p¿ == 1. Do aquí se deduce la osti- 
mación 


Y (y, y) =<(yi, Des Y =8/12, y =yy =0. (30) 


OBSERVACIÓN 2. ll Joma 13 so generaliza para cl caso, 
cuando y¿ se anula sólo en un extremo de la red u. Por 
ejemplo, si ya = 0, entonces en (27) Llenemos 1/y, = 
= máx ty, donde y, es la solución del problema Av, = 

ISiEN 
= —P1n 1I<i<N, DD) =0 con c) operador de diferencias 
A, definido cn (23). 

LEMa 14 Sean p¿>0, d, >0 definidas sobre w, y la 
función aj >c,>>0 definida sobre wv*. Para toda función 
Yi, definida sobre «w y que satisfaga fas condiciones Ya = 
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= Yy = 0, es cierta la estimación 
Yilry, y) <(aya. Dos b(dy, Y), Mya máx £j, 
¡IGN 1 
donde v; es la solución del problema de contorno 
At; = (AY sx 1 — dies = . 1Si<N—1, 


Uy = Uy = 


ORSERVAGION t. Si y¿ se anula solamente en un exlremo 


do la red o, por ejemplo yy = 0, entonces es cierta la esti- 
mación 


voley, y)=<(ayl, 1),,, + (dy, Y) + 4044, (31) 
donde 1/y, = máx v;, y la función v, os la solución 
USIEN-1 


del problema 
Av, =—Pa O<S<I<N—41, Uy =0, 


2 
Ay, = ¡ A (CY x, o — %oYo) — doyo, ¿=0, (32) 


(YIx, dis 1<:<N—1, 290, 

OBSERVACIÓN 2. Para la función reticular arbitraria y: 
definida sobre w, se puede oblonor la estimación 

Yalry, y)<(ayt, 1), + (dy, Y) + %oYo + AY» (33) 


donde %x92>0, %1>0, xo + X1-F(d, 1)>0, y las funciones 
reticularos p,>0, d,>0 están definidas sobre w. Aquí 


1/p, == máx v0;, donde v, es la solución del problema de 
OSIi<N 
contorno 


Av, => —0M;, O<I<N, 
2 . 
Sr (%1Yx, o — XoYo) — LoYo» ¿=0, 
Ay, =1 (Y dx. 1 — Ys, Í<i<N—1, (34) 


2 a 
( — NO nun) — Un, ¿=N. 


La demostración «del lema 14 y de las observacionos 1 y 2 
$e realiza igual que la del loma 13. Aquí se aplica la función 
de Green de los oporadoros de diferencias A, indicados, la 
enal salisface las propiedades 1) —4) enumeradas más arriba. 
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LEMA 15. Para la función relicular y;, que se anula para 
¿= N es válida la estimación 


y<th (ley yt Das], e>0. (35) 
La estimación análoga 

YN <Eh (el) [e (y, y+= (Y Dos |» £>0, 
es cierta para el caso, cuando yy = 0. Para la función relicular 
arbitraria y, definida sobre la red w, tiene lugar la estimación 


é 84 e211 4 
NAS em le Y+ <A (Wi Das], e>0, 
(36) 


Al principio demostremos Ja validez de la estimación (35). Para 
eso utilicemos la observación 1 al lema 14, Pongamos en (32) a, == l/g, 
di =2,%. 7 0y Po = 29h, p, => 0,1 <:¿< N — 4. Entonces de (31) 
obtenemos lía estimación 


1 
yi A Y E (Y. + (ui Var | , 


donde +; es la solución del siguiente problema auxiliar: 


1 í 
A ¿ee =0, 1A<:<N—A, 


37 
N 2 2 150 
dy = Dz, y Lo = — 3 ty=0, 
Anotemos (37) por puntos 
"¡1 = 2a =0, 1%! N—i, 
Eó-1 PEE <S 1 (88) 


E¡— 40 =—€h, eyp=0, 
donde a = 4 7- 0,Set42 > 4. 
Nosotros obtuvimos cl problema de contorno para una ecuación 
de diferencias de segundo orden con cocficientes constantes. 
Utilizando la teoría general, desarrullada en el punto 1 del $ 4 
del cap. J, y también las propiedados de los polinomios de Chebishev 
(véase además el punto 2), hullaremos que la función 
] Tyla)  ?” 
es la solución del problema (38). Aquí 
Tn (a«)=ch (a Arch a). 


vida ¿MEN AFOR a) ais 


sh (Arch a) H 


son los polinomios de Chebishev de grado n de primero y segundo 
género, 
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Puesto que a > 1, entoncos 


ehU p.., (%) 
máx Vr: = P XX e e 
USIEN=1..  * T y (2%) 


Así, ostá obtenida le estimución 
dies 
Yi SE vs E CS e | 


pura la función reticular y,, que satisface la condición yy == 0. Esta 
estimación es exacta en el sentido, que ella pasa a ser igualdad, si on: 
calidad de y, tomamos la función 4. 

Estimemos ahora ty por encina para cualquier A. Si designamos 
ch 23= a, entonces 2 > 0 y 


eh == 25shz, NN =Uh = e1/(2 shz). 


Ty (a) == ch 2N'z = ch w (2), (39) 
_sgh2Yz_ sh (2) cn — Ela 
Un (2) = sh2z “ 2shzch< ? a E 
Por eso 
sti ro (2) 
Ly = 


ch <ch ur (2) * 
Ya que para e fijo 
de ed (sh 2—2ch 2) 


da ah? z <=, 
entonces 
die 
ch z——— 3h 38h ch rw 
deve dz h 


da ch? zch?u is 

Por consiguiente, »y es máximo para 2 — 0. Tísto da la estima- 
ción ty < (th (€). La desigualdad (35) está demostrada. 

Ahoru sea y¿ la función reticular arbitraria. De la observación 2 
ad loma 14, cuando a, == 1/8, d¿cat, Xp == Xp — 0, Po — Oy — 2/h, 
pp =0spara 1<i¿i<S N — 1 obtenemos la estimación 


32 
YE + YH o D; [e 0 Y+—G uh Dar | . 


dodo v¿ es la solución del problema de contorno 


e SERIE  1SiS< Xt, 
Y] — Bn “== — £. _ Us —Ppa = _e 
eh 10 A h * eh x, NN : h >" 


La solución del problema (40) es la función 


E AT E 
Tarta? CS SN 


Y¿= 
donde a está definido más arriba. 
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De aquí encontramos que 


4 e (447 y (0)) 
MAX y =p a) yo 2 E 41 
USIEN ade (u2—1) Ny, (2) (41) 


Eslimemos esta expresión por encima pura cualqueer A. Utilizando 
(39) obtenemus 


1 p] 
1+ch o (3) en A (2) en a 
TETU IO ESTARE Era e IA ES 
ch za (2 sh te (2) 
Ya que 
dp _ 1 dw 
de —— shiO,5w 0z a 


entonces la función q (2) es máxima para el z == zq¿ máximo, el cual 
se encuentra de la relación ch 22) = 4 + e212/8 (Ah < 1/2). Do (39) 
obtenemos, que w (zp) = 427. Por lo tanto, 


ss ch 2z, an 1+.e2?12/8 eS 8+.e?22 
y sh 220 Vs Bere el Y 1G+elE 
La estimación (30) ha sido obtenida. 

los lemas 13 y 14 se generalizan sin dificultad al caso 
de una red no uniforme o arbitraria. En este caso para los 
productos escalares se utilizan Jas notaciones (4), (6), y los 
nperadores de diferencias A se cambian por los correspon- 
dientes operadores sobre la red no uniforme. 

LEMA 16 Sean pi >0, d¿ >0 definidas sobre la red no 
uniforme arbitraria wm, pi=50 y a; > € >0 definida sobre 
0*. Sean 49 >0, x, >0 números arbitrarios y supongamos 
que se cumple la condición Xp + Ay + (d, 1) >0. Para 
cualquier función reticular y,, definida sobre «w. es válida la 
desigualdad (33), donde 1/7, = ; ata Us, y vi es la solución 


EN 
del problema Av; = —1, 0X1< ÑN. Aquí el operador A 
se define por las fórmulas 


1 ; 
( o (A1Yx, o — “oY0) — LoYo» ¿=0, 
Ay; -= lay) > ¿o I<i<N—4, (42) 


. . 
Ll — A ONU, y Fun) — dns ¿== N. 


El lema 16 so demuestra igual que el lama anterior. 
OBSERVACION t. Si a = 1, d¿=0 y pi¿= Í, enloncos la 
desiguladad (33) toma la forma 


Vil Y) =< (Yi, 1),.+ Yo0Yo +A YN» (43) 
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donde 


7 8 (4, +4, + 1x1 1)? 
YE TEA RETA ZA PA 


Si, además, yo =: Yy = 0, entonces la designaldad (43) pasa 
n ser la desigualdad (30). Si y, so anula solamente en un 
extremo, por ejemplo para ¿= NÑ, entonces poniendo 
yy = 0 en (43) y pasando al limite cuando x, — oo, obte- 
nemos la estimación 

1 Ap)? 
vs (Y, y) < (yz Dos + %0Yn> Y a - 


OBSERVACION 2. De la definición (42) del operador en 
diferencias Á y de la primera fórmula de Green de diferen- 
cias se deduce, que 


(— Ag, y) =(ayz, L),. H(dy, Y) + Yon + YN 


Por eso la designaldad (33) del lema (16) puede ser escrita 
en la forma 


Y (py. y) <— (Ay. y). 


Pasemos a la deducción de la estimación (43). Hailemos Ja seodu- 


ción del problema Av, = —P,, 0 < 1 q% bajo las aeposgiciones 
indicadas en la observación 4. Tenemos el problema de contorno de 
diferencias 
um == — 1 7 44 
od 1, 1<i<A 1, (44) 
Ur, 0 == Xoaa a Mo. i NS O, (45) 
—- y SN — lin, ¿== ÑN. (460) 


Multípliquemos la ecuación (44) por A,, sumemos según / desde j 
hasta N — 41 y tengamos en cuenta la condición de contorno (46). 
Oblondramos 


N-i N-1 
2 a 2 A O e 
i=j t=5 
N-1 
= —kiny iy —82 qt S, Ri¡=xj—0,5hj—l+An. 
. =>) 
De uquí se deduce, que 
ti ,=l— Xy FO05hj—3j 1<j<NÑ-. (47) 


x, j 
Ponicuado ¿¡— 4 en (47) y teniendo en cuenta las igualdades hp = 
= UR, Be 7 Peo— Kola Po. obtendremos la relación entre y, 
y Un 

YU E X Py = l. (43) 
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Multiplicando (47) por k; y sumando según j desde 4 hasta £, hallare- 


m108 
i 


¿ 
2 ye Ajo to — Vy == (110) > 2 (Ep) dE 


Como il id: Sh 0, ada entonces 


pl hj=xXj, 24 (10,5%) 24j=0, DA (24 — 05 1) = =(), 51% 
De esta forma a 
Y = Zo *- XL; (1 — AU) — 0,55 =»= o + 
+ 0,5 (E — UE Y — 0,5 (2, — + UP, 0O<i<NV. (49) 


Poniendo aquí ¿ = N, hallaremos la scgunda relación para do Y Yy 


Py == ta + 1(l— xjPy) — 0,512, (50) 
De (48) y (50) oblenemos 


b (51) 


“e= 2 (%0 +1 +9,2) ” an 2 (Ay +41 FAJA L) * 


Puesto que U X< 1 — X¡0y < 1, entonces de (49) y (51) inllaremos, 


que 
máx y <E,+0,5((—1v,0 y)? = 
0S1= 40 
_102+ m0) (+ lx ,) (29 + 241 + ba) 
8 (99 +A + 1%p9%1)* 
De aquí y del loma 16 se desprende la cstianación (43). Si yo = Yy =0, 


entonces, poniendo a¿=4, d =0 y p¡m 1 en (33) y pasando al 
limite on (43) TOS Ap > %0 y =Aj »%0, Ublenemos la estimación 
(30) con Y, = => 8/32 


5. Ein superiores para operadores de diferoncias, 
Obtengamos ahora estimaciones superiores para algunos 
operadores de diferoncias. 

LEMA $7. Para la función reticular arbitraria y ;, prefijada 
sobre la red no uniforme w, es válida la estimación 


(ay, Des <Y2 (Y, y), (52) 
donde 
0 208 44 ; háa y no 2 ZN at+1 ] 
e 


Si ta red es uniforme, entonces 


. a ” 
Ya = + máx [,, Ay, INMáx (44H) ]. 
I<IEN-1 
J 2 a; Risa 
Si Yo==Yyn = 0, entonces y¿=" máx (+3) , 
SIGN 1 Hi N hy Bora 
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En efecto, tenemos 


N ' 
AA Ye 5 
luaj 


y: Ei Yyi+ A Y yi—2 Sy ze 07 YiY ¡ai 


ex 1 i=1 


Utilizando la dosigualdad 2y,Yy,-,<Yi+ Yí-1, obtendremos 
para a, >0, que 


N N-1 
2 2 + e 
(ayz 1). Y) FE YiH Aa o Yi 
imez ] 
a N-1 5 
A 


t= 


N 
Como fp = 0,5, ñiy = 0,0hy y (y, Y) = Y, yiR;, entonces 


de aguí se desprende la estimación (52) con o] valor indicado 
pura yo. El lema 17 está demostrado. 

LEMA 18 Sean as >0, b;>0, y Op, 0, no negativos, 
«el mismo tiempo (b, 1) + dy + 0,130. Para una función 
reticular urbitraria ys, definida sobre la red no uniforme uw, 
es válida la estimación 

(ayi, 1), + (Oy, y) le OY + 014 < Ya (Y, y), (53) 
donde Yo =- Y, + (+ y, máx 0, y, está definido en 
VOSIEN | 

el lema (17). y v es la solución del problema de contorno 


(007). —0¿=—bp 1SESN—A, 


Xx, 1 
er =p =h= 2. +=0 (54) 
hip 70007 VUy= — Uy — To * ¿=U, ' 
in, od 3) Ar 
a AN UN TUN = — by Ñ 3 i=Ñ. 


En efecto, del lema 46 para p¿=b,s811<:¿<N —Í, 
Po = bo + SoHo. Pr — By -P CA Y Ap = e = O, dl; == 1 
obtenemos la estimación 


(dy, y) + 0049 + 014 H = (py, Y)< máx v, [(ayi, 1)... + (y, 9)l, 
EE 
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donde v, es la solución del problema auxiliar (54). Empleando 
el lema 17 tondremos 


(ay2, 0), .4-(0Y4, Y +o00Y +0 Y NS (+0) (ayi, 1). +e (y, y) < 


<[Ya +(1+ yo) el (y, Y), c= máx v,. 
| USIEN 
El lema 18 está demostrado. 

6. Esquemas de diferencias como ccuaciones operaciona- 
les en espacios abstractos. Después del cambio de las deriva- 
das, que entran en la ecuación diferencial y Jas condiciones 
de contorno, por las relaciones de diferencias sobre cierta 
rod w nosotros obtenemos un esquema de diferencias. Las 
ecuaciones en diferencias, que relacionan los valoros bus- 
cados de la función reticular en los nodos de w, forman un 
sistema de ecuaciones algebraicas. Este sistema cs lineal, 
si el problema inicial es lineal. 

1 esquema de diferencias se define por el oporador de 
diferencias, el cual define la estructura de las ccuaciones 
on diferoncias en los nodos «de la red, donde se busca Ja solu- 
ción incógnita, y por las condiciones de contorao en los 
nodos de la frontera. El operador de diferencias actúa en el 
ospacio de las funciones reliculares, prefijadas sobre ww. 

Examinemos un ejemplo. Supongamos quo es necesario 
hallar la solución del problema 


” _ 


au” = —p (2), 0<zr<l, ss 
ul (0) = Xu (0) — py (DP > 0 
sobre el intervalo 0<-x < ¿. 
Subre la red uniforme o = fz:—ih,i=0,%t,..., N, 


AN = l) ponemos en correspondencia aj problema (55) el 
esquema de diferencias 


Ay, o 7 — Ur iI<IS<N—1, 

2 2 . 
Ayo =  lYx, o — oYo) = — (eo E 4) , (56) 
Un = Mz. 


El operador de diferencias A está definido sobre un con- 
junto (NY + 1)-dimensional de funciones retienlares, defini- 
das sobre tw. y lo aplica sobre un conjunto N-dimensional de 
funciones, delinidas en 0 =fri¡€0, :=0,4,... 
o...) N —1). Está claro, que el dominio de definición y el 
campo de valores del operador A no coinciden. 
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Examinemos ahora e] ospacio A (07) de las funciones 
reticulares, prefijadas sobre w. Definireomos el producto 
escalar en 7f (07), como en el ejemplo 1 del punto 1 del $ 2: 

N-1 


(u, v)= »; u,0¡h+0,5khupLo, €, VE LI (07). 
1 


Definamos ahora el operador lineal A de la siguiente forma: 
Ay = —NAy. 0<1<N —1, donde y EH (07), Yi = Yi 


para OZ < NV Í y Un == Y, Aprovechando esta deflini- 
ción, daremos la escritura detallada del operador A: 


2 ; 
—=7 (Yx. o — AoYo) + ¿=0, 
Ay, = — Y q I<i¿<N—2, (57) 


1 ; 
( 73 (LYn-1—Yn-2), ¿=N —1. 


El operador A aplica A (07) sobro H (w7) y es lincal. 
CPransformemos el esquema de diferencias (2). Teniendo 
en cuenta la condición yy = py. escribamos (56) en la forma 


2 2 
— SH (Yx, o — XoYo) =fp)= (es + ln us) , 
—Y, ¿=f.=01, 1i<i<N-—2, (58) 


1 1 
q (Ye — Y n 2) = Ín- = (Pr + 377 uz) - 


Comparando (37) y (58), hallaremos, que el esquema de 
diferencias (96) se escribe en forma de la ccuación operacional 
de primer género 
dondo y es la incógnita, f es el elemento dado del espacio 
(07), y A es ol operador, que actúa en A (07), dofinido 
más arriba. 

Indiquemos las propiedades fundamentales del opera- 
dor A. 

El operador A es autoconjugado en f/f (07), es decir 


¡Au, 0) = (4, Av), u, o0€ df (0). 


En efecto, (Au, uv) = —(Au, 1) y al mismo tiompo 
Uy = Bn = 0. Aplicando la segunda fórmula de Green de 


diferencias (13), obtenemos 
N-1 


a] o = o [>] Le] o o 
(Au, v) — 2 ua. ¡U¿h Y (Ux, q — Ago) Vo = 
N-1 


o a 


o o. a 5 0 0 n 
o 2 407, + (Uz1 — VZU) y — (UzV — Uxl)o + 
e 
o o oo Nico o o oo o y 
+] (Ut — AYUL)a = 2 U¡Vz, ¡Re (DU — Hgp)o = (u, Av). 
i= 
La afirmación está demostrada, 
1581 operador A está definido positivamente, es docir 
(Al, e) > y, (u, ue), u € ff (07). 
_ B(I 4H tar o 2 E E 
donde y, PEF 2 + >0. Esta afirmación se 


deduce de las observacionos 1 y 2 nl lema 16. Ll operador A 

en virind del lema 10 tiene un operador inverso acotado A7?. 

Por oso la solución de la ecuación (59) existo y es única, 
Para el oporador A tieno lugar la estimación superior 


(Au, 4) < yg (e, uy), u€lT (07), 
donde Ya = jr (1+ 0.35). ya que Yy=0 y 
(Ay, y) = WU, Diet roy 


2 di 
VS Y» Y), (E, Dar << - 


La ñltima dosigualdad se deduce del lema 17. 
ln calidad de segundo ejemplo examinemos sobre la red 
no uniforme 


o —(2,E[0, ll, 7,=2+1+Hha 1<I<N, 22=0, 21) 
el esquema de diferencias 


Ni = (UY; — UN = —Qu  1< iS NN —1, 
; 1 4 , 
Mo — 7 (21Yx, o — *oYo) — Loto = — (90 EY Mo 14) » ¿=0, 


1 
Nyw — E (ayy y FU n)— UnYy = 
1 : 
E 
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5) esquema (00) aproxima el tercer problema de contorno 
para la ecuación con coeficientes variables 


(cu”)” — que = —p (a), 0O<zx<l, 
ku” = XgU — Pi, zx = 0, 
—ku' = 4,4 — Mo, al! 


para la correspondiente elección de los cocficientes a; y di, 
por ejemplo para as; =k (x; — 0,0) y dí = y (24). 

Si en ol espacio ¿f (07) do las funciones escalares, defi- 
nidas sobre «w,con el producto escalar 


N 
(u, y) = Y) uo, R,, Ro=0,5h,, Ay =0,5h y, 
i¡=0 


definimos el operador A = —A y la función relicular f, = 
=0p 1Si<N—i1, fo=Go+ Ml ÍyN = Py + 
«+ My fp, entonces el esquema do diferencias (60) se escribirá 
on forma de ecuación operacional (59). 

La autoconjugación del operador A, que aplica A (ww) 
sobre /T (0), se desprende de la segunda fórmula de Green de 
diferencias. Si se cumplen las condiciones a; >> c,>> 0, 
di >0, 0 > 0, x1>0 y Xo + %1 + (d, 19 >0. entonces 
el operador 4, es definido positivo en /f (0), y os válida la 
estimación (A u, UU) > y, (u, u), 1l/p, = máx u, donde 


SiN 
us es la solución del problema Av, = 298 <= Ne 
Notemos, que la positividad de v; se deduce del principio 
del máximo, cierto para el operador A bajo las condiciones 
indicadas. 


Sí d, =0, entonces sa puede obtener un estimado burdo 
para y, de la siguiente forma. Do la primera fórmula de 
Green de diferencias obtenemos 


(Ay, YY =(— Ay, y =(agl, 1)... + 03H y? 


En virtud de las condiciones «,2>c; 7>0, 1<i¿<0V, do 
aquí hballaromos 


(Ay, y>ce[My2, 1), + oyó + xy, 


donde cr =%0 0%=X, Ya que x+2,>0, entonces 
de la observación 4 al loma 416 obtenemos la estimación 


(ye, 1), EAS mi Y (Y, Y), 
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donde 

A 
1 (2+ 1g) (24 141) (2%o + 2%, + (px 1) 

Sustituyendo aquí %, y X,, hallaremos que 


(Au, u)> y (u, u), donde 


ad 8c, (019 + 01%, + 1921)? 
Yi= 3 1 (201 + lp) (20: +1) (2c,%9-E 201%) + AgA1) * 


Para el operador A tiene lugar la ostimación por encima 
(Au, u) < y, (u, u), donde y, está definido en el lema 18, 
ya (que 


y 


(Ay, y) =(ayi, 1), + (dy?, 1) +04 yn 


En el ejomplo examinado ol operador A y ol operador de 
diforencias A están definidos en el mismo espacio do funcio- 
nos roliculares H (wm) y so diferencian sólo por el signo. 
A diferencia del primer ejemplo, los miembros derechos del 
esquema de diferencias (60) y de la ecuación operacional (59) 
coinciden. 

Nosotros nog limitamos aquí a Jos ejemplos más simples. 
En el próximo punto por un procedimiento análogo se 
reducirán a las ecuaciones operacionales los esquemas de 
diferencias, quo aproximan los problemas de contorno elip- 
ticos en un espacio de varias dimensiones, en los corrospor- 
dientes espacios de Hilbort de dimensión finita de tunciones 
roliculares. Serán también estudiadas las propiedades fun- 
damentales de tales operadoros. 

Deo los ejemplos citados se desprende, que los esquemas 
de diferencias se pueden interpretar como ecuaciones Vpera- 
cionales con operadores en un espacio lineal normado de di- 
mensión finita. Para estos operadores es caracteríslico, que 
ellos apliquen todo el espacio en sí mismo. 

7. Esquemas de diferencias para ccuaciones elípticas de 
coelicientes constantes. Sean G =(0< £a < 1a, a = 1, 2) 
un rectángulo, o = [x¿y = (ih,, 1h) € CIUSISN.LO< 
<i<NVNao haNoa = la, a 1, 2) mina red en G, y y el 
conjunto de los nodos frontera de la red w. La red es uni- 
forme por cada dirección x=, y su paso es h¿. Designemos 
mediante w el conjunto de los nodos interiores de Ja red. 
Introduzcamos el espacio de las funciones reticulares If = 
= H (0), definidas sobre w. Definiremos en £/7 el producto 
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escalar 
Mt N3-1 


(e, 0)= 2 Ea) u(t, j)o(i, 7) hyho. 


| e. 
Examinemos el problema de Dirichlet de diferencias para Ja 
ecuación de Poisson en la red w 


2 
Ay = 2 Ay = -—q(zí), x€0, 
y(x2)=g(x) Ey, (61) 


donde Nay = Y- o? a=1, 2. 


a 

El esquema de diferencias (61) se puede escribir en la 
forma de la ecuación operacional (59). Para esto definamos 
el operador A wmedianle la fórmula Ay = —Ay, € 0, 

o o e o. o 

donde y EXT, y EF y y (2) = y(x%) para € w. Aquí 17 es el 
conjunto de funciones roticulares, definidas sobre w y que 
so anulan sobre y. El segundo miembro f de la ecuación 
(59) se diferoncia del segundo miembro q del esquema de 
diferencias (61) solamente en los nodos fronterizos 


f=4 + 4) + ph» 
donde 


g (0, Ta), zi=ha, 

p1 (7) — 0, 2h, <x,<l,¡—2ha, 
Ells, To), zi=!l —ha, 
g (21, 0), 22= ha, 

pa (2) = < 0, 2h <x2< l2— 2f2, 
B(Xs, 12), 22¿= l¿—h. 


Investiguemos Jas propiedades del operador A, que actúa do 
HA (0) en £f (0). 
1. El operador A os antoconjugado: 


(Au, 0) = lu, AO), uu, VE H (0). (62) 
Para la demostración tengamos en cuenta que 


> o E o o o 
(Ayu, 2) =(—A,u, v) A ) ho >, hs (vA. yu), ; .= 
ji ii 
Na-1 N¡-1 


—% 2) ha > h, (UA), A (u, AD) = (ue, Aj), 
i=] 


+=1 
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ya que en virtud de la segunda fórmula de Green de diferen- 
cias, sobre la ted 0, = [x,(0) =H),,0<:<N y, HN, — 
=Á1,). el operador de diferencias A, satisface Ja igueldad 
N¡-1 3 E Ni -1 E ES 
4 Y . 
2 les (vA su), = e ha (au, Á 10), 
¿> ae 
y además, se puede cambiar el orden de sumación pot ¿ y 7. 
Análogamente encontramos, que (4ou, 0) = (u, AU). 
De aquí se deduco (62). 
2. El operador A es definido positivo, y para ál son váli- 
dos Jas estimaciones 


SESAS<ALE£, 6>0, (63) 
donde 
2 2 8 
| XT 1 
E EN 
Oper] Qt==1 > 
2 a 4 4 
== % > E Bd 4 
A = ZE cos Na < AZ * (64) 
a=1 QA] 


Notemos, que 6 y Ason los valores propios mínimo y máximo 
del operador de Laplace A de diforencias (véase ol punto 1, 
8 2, cap. 1V). 

JIzsta afirmación se demucstra igual que el lema 12. Do 
esta forma hemos establecido, que en Ff = /T (w) 


A =A*, ÓE<AS<AE, 56>0. 


Si sobre una parte yo de Ja frontera reticular y se prefija la 
condición de contorno «de primer género yazr)= £ (2), 
zx E Yo. y sobre Ja parte restante se dan condiciones de con- 
torno de segundo o Llercer gónero, entonces el operador 4 
se define por el método descrito más arriba, al mismo tiempo 


HT os ol conjunto de las funciones que se anulan solamente 
sobre Yo, y ¿7 = FT (m7) es el espacio de las funciones reti- 
culaces, definidas sobre wm. = wm U (yx yo). Por ejemplo, 
sea Yo = [x:i¡€E 0, ¿=0,0<j=< Va), y supongamos que 
sobre ys yy están dadas condiciones de contorno de segundo 
género. Entonces el esquema de diferencias se oscribe cn la 
forma 


Wy = (AL + Ajdy = —p (2), 2Ew, 
y (1) =8 (2), TEYo 
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Aquí 
2 ol 
Ra Yugo ES La 


Aa = Y s PEC A E 
E ras EAS 
be “zx 


y el operador Á, se da por las fórmulas 
Yo, SSL Ma, 
x1%1 
Ny = 2 
A Sa, 4 Ly Dar 0<r2< Sta. 


£1 producto escalar en el espacio HF =HT (0,) es define por 
la fórmula 


Ni Na 
(2 0)=2 2 u(i Do(i DADA, 
it 20 
donde 
hai, 1<:¿:<N,¡—1, 
0,5% 4, i=N,, 
í ha, 1<¡<N2—1, 
Ra (1) = 0,5ha, j=0, Na. 
Se puede mostrar que el operador A = A, -F Aa correspon- 


diente al operador de diferoncias A es autoconjugado en /7 
y para él son ciertas las econ (63) s0l 6 = 6, + 


hi, ()= 


4 nu 
+ 02, A == A, Ml As, Ó, — hi sen? —- %, , A, = > cos? Ni; , 
6, =0 y A, = an Aquí 6, y A, son los valores propios 


hi 
minimo y máximo del operador de diferencias Á,, a = 1, 2. 
Nolemos, que los operadores A, y Ag conmutan tanto 
para el primero como para el segundo problema de contorno. 
Por eso, en virtud de la teoría general (véase el punto 5, 
$ 1, cap. V) los valores propios del operador 4 son la suma 
de los valores propios de los operadores A, y Ay: A(A) = 

= A(A1) + A (Ag). 
8. Ecuaciones de cocficientes variables y con derivadas 
mixtas. Examinemos el problema de Dirichlet para una ecua- 
ción elíplica de cocficientes variables en ej rectángulo 
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G=(0<7%<l,. 2 > 1, 2): 


2 
Lu =>, lala) 7) 00) u=—e(z), EG, (65) 


| 
u (2) —g(), eE, 


donde ka (1) y q (2) son las funciones suficientemente susves 
que satisfacen las condiciones (0 < ec, < ka(a) < Cy, 0< 


X< 4, X q (1) < d¿. Designemos mediante 0 = (wm -+ y la 
rod con pasos 4, y ha introducida en el punto 7. 
Pongámosle en correspondencia al problema (65) el pro- 


blema de Dirichlet de diferencias sobre la red «: 
Ay =(A, 4 A)y — dy = —q (a), x€0, (66) 
y (1) =8 (1). x€y. 
donde Day =(00Y- xa: a=1, 2, y €a (2), d (2) se exprosan 
por ejamplo, asi: 
41 (%1,, 2) = k, (2, — 0,5h,, 29), 


Ay (T,, 52) = ko (%,, 22 — O,5hg),  d (2) = g (z). 


Isntonces los enocficientes del esquema de diferencias satis- 
facen las condiciones 


UZC1<W44 (SW 0%<d<d¿< de. (67) 


Designemos mediante FF = HF (w) el espacio de las funciones 


roticulares, introducido en el punto anterior, y medianto Hr 
el conjunto de funciones reticujares, que se anulan sobre y. 

Escribamos el csquema de diferencias (66) en Ja forma 
de la ccuación operacional (59), donde definimos el opera- 


dor A de Ja forma usual: Ay = —Ay, siendo y € IT, y € H 


y definamos en f/f su correspondiente operador AR: fty = 
= —HY, Y EH, y EH y y (2) = Y (2) para € 0. 
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LEMA 19 El operador A es autoconjugado en IT, y para él 
son. ciertas las estimaciones 


(Cc, + A) (Ru, uy) < (Au, u) < 
< (02 + de'6) (Ru, uy, (68) 
(010 4- d,) (e, u) < (44, u) Á 
<X (c2A — d,) (u, uy), — (69) 
donde 38 y A están defintdos en (04). 


En efecto, de las condiciones (67) y de las estimaciones 
obtenidas en ol punto anterior 


SESRSAE, (70) 


se deduce, que para cualquier u € ¿Y son ciertas las desigual- 
dades 


SL (Ru, ud, (u, u) <(du, u) <d, (u, u)< H (Ru, u). 


(71) 
Seguidamente, la primera fórmula de Green da 
S 5 Na-1) Ns AS 
(Ayu, u)= —(Ayu, u)= 2 >, (ajul );, hyho, 
q 


=1 
o 09 LE 
(Riu, u) = —(% yu, u)= 2 2 (ui), A1ho. 
j= —e 


En virtud de (67) de aquí obtenemos Jas desigualdades 
Cc; (tu, u) < (Ayu, u) <C, (Ryu, u). 
Análogamonte hallamos, que 
cy ([tzls, u) X (Agua, U) <C, (Mya, ul). 
De aquí y de (70) so desprenden las desigualdades 
619 (u, u) SC, (Au, 4) < ((4, + Au, Y < 
< Cq (Ru, 4) <C¿A (u, uy), 


y sumándolas con las «dosigualdades (71) obtendremos (68) 
y (69). 

La autoconjugación del operador A se domuéstra análo- 
gamente al punto anterior. 

Señalemos, que en las desigualdades (68) están indicadas 
las constantes de equivalencia energética de los operadores 
R y A, y al mismo tiempo, como d, >0 y 6 >8/ 1 4 8:L%, 
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entonces estos operadores son equivalentes con constantes 
que no deponden del número de nodos de la red, 

Iixaminemos uhora ol problema de Dirichlet para una 
ecuación cliptica que contiene derlvadas mixtas 


2 
d 
lu= > E 
%, ford 


Ju 
Es 


(Mas (1) )= — (2), EG, (12) 


u (7) = g (2), zx El. 
Se supone, que se cumplon las condiciones de elipticidad 


2 2 
€y DA da < y ka (2) Eaba<ce Ly Elx zEG, (73) 


Qs 1 A, Pau1 


donde ca >€7>0, y E= (81, E3) es mn vector arbitrario, 
Sobre la red rectarigular wv al probloma (72) se le puede 
poner en correspondencia cl esquema de diferencias 


2 
Ay=0,5 e (Bas, de +Hhapla do =P (2), 7E0, 


y (2) =8g (0), Ey. (74) 


Escribamos (74) on la forma de la ecuación operacional (59), 
(a) 
definiendo el operador A de la manera usual: 4y = —Av, 


o 6 

donde yEHF (o), yEH e y (2) = y (2) para € w. Con 
esto el miembro derecho f se diferencia del miembro dere- 
cho q de la ecuación (74) solamente en log nodos fronte- 
rizos. Para cncontrar la forma explicita de f so debe oscri- 
bir la ecuación en diferencias en un nodo fronterizo, utilizar 
las condiciones de contorno y pasar al miembro derecho de 
la ecuación los valores conocidos de y (x) sobre y. 

Mostromos ahora, que al cumplirse las condicionos «de 
simetría js (1) = ka (2) el operador 4 es auloconjugado 
en el espacio A = H (wm), definido más arriba. Para esto 
escribamos el operador A en forma de la suma A = (A, + 
+ Az)2, donde 


May = Pal eN Pap de + Uat + arts > 
B = 3 Pm 10.2 QQ =u 1 » 2. 
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Utilizando las fórmulas de sumación por partes (7% y (9), 
obtendremos para cualesquiera LD € y 


Na-1 Ni 
(Aya, p)= => pa > [ese + kygu El 05 117 hhi2— 
N3-1 N y 
ES 2 pal [(eUz, + Ki2:,) Dz, 114 h 122. 


Toniendo en cuenta, que Da, y Vx, son iguales a coro 


para == N2a y j=0 respectivamente, la igualdad obtenida 
se puede escribir en la forma 


os o Ni Na o o o 
(Aju, D)-- — 2 2 [(i1U7, + KsgUz,) Uz Yi y Rah2— 
al eel 


E 2 2, | [ir + Ky2lx0) Dor] hs ha. (75) 


j=0 i= 


Análogamente hallamos 
a Oo N Na o o o 
(Ayu, 6) = — 2 2 dea ES Kqguz ) Vol h1ha — 


1 Nu 
Ss us : [Qaatlaa + Raiz) Edi ali (76) 


Sumando (75) y a obtenemos 

] a 6 Ni N 2 E S 

Au, v)= —0,5 2 hh k, pu ve ).¡— 
( ) 2 Sl 142 C%, af Xa 59) 


SN N¿-1 2 E 
0,5 2 2 tel ante api (77) 


De aquí se deduce, que a la condición k,, = kz, se cumple 
ta igualdad 
(Ay, vd) = (u, An). 


En virtud do la igualdad (Au, v) = —(Au, p) el operador Á 
es autoconjugado en HH. 
Flallemos Jas cotas del operador 4. Sustiluyamos en (77) 


la función rotícular u en lugar de v y lengamos en cuenta 
la condición de oliplicidad (73). y la condición uu (1) = 0 
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para x € y. RS 


—(Au, u)>0,50, | E ha 15 (ue JAR 2 yn (Ue) hi] + 


N1-1 


+ 2 ml > (ue Jy ho + y 7 hal) = 


1 


DE E N . ; Ni? Na o, 
412 2h rht 2 2 (uh hihal= 


=c(— Au, u), 


donde ,% es ol operador de Laplace de diferencias. Análo- 
gamente hallaremos 


—(Au, u) < ca (— Au, u). 


Teniendo on cuenta la estimación (70), obtenemos las si- 
euientes desigualdades para el oporador A: 


c, (Ru, u) < (Au, u) < cz (Au, u), 


78 
ciÓ (u, u) < (Au, u) < CcaA (u, u), (18) 
donde 6 y Á están definidos en (64). Por consiguiente, el 
operador A correspondiente al operador elíptico de dife- 
rencias con derivadas mixtas, y el operador R, correspon- 
dionte al operador de Laplace de diferencias son onergética- 
mento equivalentes con constantes c, y C¿, que no dependen 
del número de nodos de la red. El operador A tiene las 
cotas c18 = O (1) y c¿A = O(1/R?), (4? = hi + hi), y si el 
número de nodos de la red es grande, entonces el operador A 
está mal condicionado. 

Señalemos que las desigualdades (78) se mantienen cier- 
tas aún en el caso, cuando para la aproximación de un ope- 
rador diferencial L so utilizan los operadores de diferoncias: 


Ay= EJ Us A ).. a Haas EN + 
oi 
l 2 


+7 Y [(lamta,)a, + Uasd A 
A 
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2 
4 s 
Ay = ww y] [Maat de, + AER + 
4 1--2 
dez 2 (Band, + UapYy)o + asp), + ap Je 1: 


S 3. Conceptos fundamentales de la teoría 
de los métodos iterativos 


1. Método de establecimiento. Más arriba so mostró que 
los esquemas de diferencias para ecuaciones elípticas se 
escriben do manera natural en forma de una ecuación ope- 
racional de primer género 


Au=f (1) 


del operador A, que actúa en un espacio «e Hilbert 7f «de 
dimensión finita. A las ecuaciones Jinoalos elípticas corres- 
ponden los operadores A lineales, mientras que a las cuasi- 
lineales corresponden los A no lineales. 

La tcoría de los métodos iterativos para la ecuación ope- 
racional (1) puede ser expuesta como una de las partos de la 
teoría general de estabilidad de los esquemas «lo diferencias. 
Los esquomas iterativos se pueden interpretar como métodos 
de establecimiento para la respectiva ecuación no eslacio- 
naria. Expliquemos esto en el ejemplo de una ecuación 
con un operador A autoconjugado, definido positivo y uco- 
tado, A = A* >5£, 8 > 0. 

Sea v = yv (t) la función abstracta do £ con valores en Af, 
os decir, para cada £ fijo v (t) es un elemento del espacio 7/7. 
Examinemos el problema de Cauchy abstracto: 


F+4Av=f, £>0, v(0)=v, EH. (2) 
Mostremos que, lím || v (£) —u || = 0, donde u es la 


a) 
solución de la ecuación (1), os decir, al crecer £ la solución 
v (t) de la ecuación no estacionaria (2) tiendo a la solución u 
do la ccuación estacionaria (1), (no «lependiento do t). Se 
dice que tienc lugar un «establecimiento» o «salida a un 
rógimon estacionario». Para el error 2 (t) = v (t) — u tene- 
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mos la ecuación homogénosa: 
SS +42=0, t>0, 2(0) =0v (0) —u. 


Multiplicando esta ecuación  escalarmente por 2: 
(> 2) +(4z, 2) =0 y toniendo en cuenta, quo 


dz t q it d 
(> 22770 0=3 371211 
(Az, 3 >6 12 11, 


oblenemos 
7 112 (£) 112 +26 1] z (£) [P<O. 


Después de multiplicar esta desigualdad por e20!t > 0 
tenemos 


y 226 11 z (8) 20, 


de donde se deduce que e2% |] z (£) 11? < || z (0) 112 6 
Io (t) —u || < e7é lv (0) — u |[¡ > 0 siendo t > oo, 


De esta forma, resolviendo la ecuación (2) con todo y, € JT, 
nosotros obtendremos para it suficientemente grande una 
solución aproximada de la ecuación (1) con cualquier exacti- 
tud prefijada. Este inéltodo para obtener Ja solución se llama 
método de establecimiento. Una propiedad análoga de atenua- 
ción de los datos iniciales la poscen los análogos de «difo- 
roncias de la ecuación (2). 

2. Esquemas iterativos. Dotengámonos primeramento en 
la característica general del concepto de esquema iterativo. 
Supongamos que se exigo hallar Ja sohución de la ecuación 
(1). AJ principio supondremos que Á es un operador Jincal 
definido en Jl. 

Jzn todo mótodo iteralivo de resolución de Ja ecuación (1) 
se parte de una cierta aproximación inicial y, € ET y sucesiva- 
mente se determinan las soluciones aproximadas Y Ya .. 
e... Yu Yuri >» > +» donde / es el número de la iteración. 
La aproximación Ya +, Se expresa mediante Jas aproximacio- 
nos anteriores conocidas mediante la fórmula recurrente 


Yu+1r = Fr (Yo. Ya» - - -+ Yn)- 


donde F, es una cierta función dependienle, en general, del 
operador A del segundo miembro de f y del número de la 
iteración de. 
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Se dice que el método iterativo tiene orden m, si cada 
subsiguionto aproximación depende solamente de las m 
anterioros, es decir, 


Yn+r = FalYromti Yr=mtzr » > +: Yan) 


Los esquemas iterativos de orden alto exigen para su realiza- 
ción de memorización de un gran volúmen de información 
intermedia y por eso en la práctica con frecuencia se limitan 
a los valores m = 41 6 m =2. 

De la elección de la función F, depende la estructura del 
esquema iterativo. Si la función es lineal, entonces el método 
iterativo también se llama lineal. Si 7, no depende del 
número de la iteración »k, entonces el método iterativo so 
llama estacionario. 

Examinomos la forma general de un esquema iterativo 
lineal de primer orden. Cualquier dicho esquema, en co- 
rrespondencia con la definición, puede ser escrito do siguiento 
modo: 


Yr +1 = Sa+iYn + Ta +1Pa +1» k = O, L o...) (3) 


donde los S, son los operadoros lineales, definidos sobre FT 
y Jos 7, son algunos parámetros numéricos. 

En general a los esquemas iterativos se le plantea una 
exigencia natural: para cualquier f la solución u = A7*f € A 
de la ccuación (1) debe ser un punto fijo del proceso de 
aproximaciones sucesivas (3), es docir 


ACI SHA TÍ] Tn Pr +< (4) 
De aquí se desprende quo si ponemos 
Spri = E — Tr+1 Br As Gs = Biu4al, (5) 


donde B, +, 0s un operador lineal inversible que actúa en £f, 
entonces la condición (4) será cumplida. Sustituyendo (5) 
en (3), obtondremos como resultado do transformaciones 
no complejas 


Bus BELL 4 Aya =f, de 0, 1, ..., YE H- (6) 


h 

Conservando la terminología de la teoría de los esquemas 
de diferencias (véase A. A. Samarski, Teoría de esquemas du 
diferencias, 1977, cap. V), llamaremos a (6) forma canó- 
nica de un osquema iterativo de dos capas. Así, todo proceso 
iterativo lincal do primer orden puede ser escrito en la for- 
ma (6). Si B,+¡ = E, entoncos el esquema iterativo se llama 
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explícito, puesto gue en este caso la aproximación Y» +1 
se encuentra con ayuda de la fórmula explícita: 


Yn +1 = Yr — Tn +1 (Ay. — PD. k=0, í, 5 da 


Sí al menos para un k el operador BR, cs diferente del opera - 
dor unidad, entonces el esquema se llama implícito. Los núme- 
ros T, se llaman parámetros iterativos. Si T, +, depende 
de la aproximación iterativa y,, entonces el proceso iterativo 
será no lineal. Es evidonte, que en un proceso iterativo esta 
cionario los operadores BB, y los parámetros T, (más exac 
tamente, B,/T,+,) no deben dopendor del número kk de la 
iteración. 

Soñaleros, que el esquema (6) puede interpretarse como 
un esquema implicito do dos capas para la ecuación no 
estacionaria: 


B(0) F+Av=$, t>0, v(0)=Y, 


más gencral que la ecuación (2) examinada más arriba. Con 
esto 01] parámetro Ta, puode ser considerado como un paso 
por el tiempo ficticio. 

La diferencia entre los esquemas ilerativos y los esque- 
mas para los problemas no estacionarios del tipo (2) con- 
siste en Jo siguiente: 

1) para cualesquiera Br+, Y Tr+, Ja solución u de la 
ccuación inicial (1) satisface (6); 

2) la elección de los parámotros Ty+i y (le los operadores 
B,. +, se debe subordinar únicamente a las oxigencias de con- 
vergencia do las iteraciones y de] mínimo de operaciones 
aritméticas, necesarias para encontrar la solución de la 
ecuación (1) con una exactitud dada (para los problemas 
no estacionarios la elección «del paso está subordinada, ante 
todo a la exigencia de la aproximación). 

Más arriba se supuso que el operador Á es lineal. Es evi- 
dente que cl esquema (6) puede ser utilizado para encontrar 
ln solución aproximada de la ecuación (1) aún en el caso 
del operador A no lineal. En este caso, frecuentemente, se 
oligc el operador Ba, linoal. 

Los esquemás iterativos de dos capas (6) son los más 
usados. Sin embargo al resolver la ecnación (1) se utilizan 
también esquemas de tres capas, que describen los procesos 
ilerativos de seguindo orden. Los más investigados son Jos 
esquemas de tres capas de tipo «estándar». Ellos se escriben 
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cu la forma 
Burt = Ansa [Bra — Tira A) Yn + 
+ (1 — Ax+r) Brsiln—i L Ln +1Tn +1/ (7) 


para k=14,2,... . Aquí se utilizan dos sucosiones de 
parámotros iterativos (7,) y f«,). Para la renlización del 
esquema (7) es necesario, adomás de la aproximación inicial 
Yo. prefijae olra aproximación y¡. Por lo común. clla se 
encuentra mediante y, empleando el esquema de dos capas 
(6). es decir 


By =(B, — UA) Yo + Uf, Yo € ll. (8) 


Se puede mostrar, que para (7), (8) la solución u de la ccua- 
ción (1) os un punto fijo. 

Si B,=ÉE para todos los k= 1, 2, ..., enlonces el 
agquema (7) se Jlama explícito: 


Yn+r == Anry LE — TA A) Y + (1 — pri) Yuma =P 
+ QArtri+ Tail. 


ln el caso contrario el esquema (7) es implícito. 

3, Convergencia y número de iteraciones. La diferencia 
fundamontal entre los métodos iterativos y los dircelos 
consiste en que los primeros dan la solución exacta de la 
ecuación (1) solamente como el límile de la sucesión de 
aproximaciones iterativas (y,) para k > 00. Una excepción 
la componen los métodos de iteraciones «finitas», a los cua- 
los pertenecen los métodos de direcciones conjugadas, que 
permiten teóricamente halla la sohución exacta para toda 
aproximación inicial, en un número finito de operaciones, 
si A es un operador lineal en un espacio de dimensión finita. 

Para caracterizar la desviación de Ja aproximación 
ilerativa y, respecto a la solución exacta u del problema (1) 
se introduce el error 2, = y, — u. El proecso ilerativo se 
llama convergente en el espacio energético EH ,,, si 113, ll, —>0 
cuando k — 00. Aquí Hp es el espacio generado por un 
operador D autoconjugado y definido positivo ca 17. 

El sentido de introducir el espacio energético £7 , consisto 
en lo siguiente. Como nosotros conocemos, una sucesión de 
elementos de FF. que converja en una norma, converge tam- 
bién en una norma equivalente. Por eso para invesligar 
un esquema jlerativo concreto es cómodo elegir un tal espacio 
energético ¿f ,,, en el cual los operadores A y 3, del esquema 
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iterativo posean las propiedades dadas, por ejemplo sean 
auloconjugados y positivos definidos. 

Una de las características cuanliltalivas más importan Les 
de un método ileraltivo es cl número de ileraciones. Fre- 
cuentemente se da una ciorta exactitud e >> 0, con la cual 
es necosario hallar la solución aproximada de la ecuación (1). 
Si lu lly = 0 (1), entoncos se exige, que so enmpla la con- 
dición 


lyn —=ullo=+* para n > Ra 18). (0) 


Aquí ny (e) es el número mínimo do jteracionos, que guran- 
tizan Ja exactitud prefijada €. Este número depende de la 
aproximación inicial que hemos tomado. Podemos aprovo- 
charnos de Ja condición (9) para determinar el momento de 
finalizar las iteracionos. si la norma indicada puede ser 
culculada ofoctivamentlo en el proceso de las ¡iteraciones. 
Por ojemplo. si el operador A os no degonerndo y definido 
positivo, entoncos, eligiendo en calidad de D el operador 
AY*A, obtendremos de (9) 


Uy, — u lly = NA y, — fll < e. 
ya que 
(Un — U. Yn — Uy 7 (AFA (Ya — WD, Yn — 1) = 
= (Ay, -— Au. Ayn — Au) = || Ay, — Í Il. 


En el caso general para comparar la calidad do los dife- 
rentes mélodos se utiliza e) número de ¡teraciones, delermi- 
nado de la condición 


Ilya — uu llp < e ll yo — u | y para 1 > nn, (e). (10) 


l¿ste número indica, cuántas ¡teraciones es suficiente cumplir 
para que a cualquier aproximación inicial y, Ja norma del 
error inicial en Ff y sea disminuido on 12 veces. La con- 
dición (10) también se puedo utilizar en calidad de crilerio 
para finalizar el proceso de iteraciones. 

A la ecuación (1) se le puede poner en correspondencia un 
gran númeco de esquemas iteralivos (6) ó (7). (8) con cualos- 
quiera BD, y Ti, 24. Entre tanto, al rosolver un problama 
coneroto surge el problema de elegir un osquema., Desde el 
punto de vista de la matemática numérica lo más importante 
es Ja construcción de métodos iLleralivos, tales qne permilan 
obtener la solución de (1) con una exactitud dada por un 
liempo de máquina mínimo. Esta oxigencia de rendimiento 
económico del método es natural. Al efectuar las estimacio- 
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nos teóricas de la calidad del método dicha exigencia se 
sustituye con frecuencia por la exigencia de minimo dol 
número de operaciones aritméticas Q (e), suficientes para 
obtoner la solución con prefijada oxactilud. 

El volúmon total de cálculos Q (e) es igual a Q (2) = 

n 
= Y qu, donde q; es el número de operaciones para el cóm- 

he 1 
puto do la iteración do número k, y n es el número de itera- 
ciones n > ny (€). El problema de construir el método ite- 
rativo se plantea así (para el esquema (6) de dos capas): 
el operador A está fijo, y es necesario elegir los parámetros 
(Ta, k=41,2, ..., n) y los oporadores 3, de la condición 
de mínimo de Q (e). 

En tal planteamiento general es poco probable que esto 
problema tenga solución, Con frecuencia el conjunto de 
operadores B, se prefija a priori, y si el número de operacio- 
nes necesarias para invertir el operador B,, no depende de dk, 
entonces q, = q y Q (e) = qna (e). En oste caso el problema 
sobre ol mínimo de Q (e) se reduce al problema de elegir 
los parámetros iterativos 1, de la condición de mínimo del 
número de itoraciones ny (E). 

Para establecer una jerarquía de los métodos, es necesa- 
rio compararlos por algunas características. Algunas veces 
se ubilizan estimaciones asintóticas para el número de ope- 
raciones o para el número de iteraciones cuando el número 
de incógnitas en cl esquema de diferencias tiende al infinito. 
Sin embargo existe una limitación real sobre el número de 
incognitas al resolver las ecuaciones elípticas multidimen- 
sionales por el método de redes. Así, por ejemplo, para la 
ecuación tridimensional de Poisson el número medio de 
nodes por cada variable N = 100 nos conduce a un sistema 
de ecuacionos algebraicas lineales con M = 106 incógnitas. 
Es poco probable que resulte útil cl] aumento del número 
de nodos. Por eso ante lodo es necesario comparar log méto- 
dos sobre rodes reales. 

4. Clasificación de los métodos iterativos. Los métodos 
iterativos ge caracterizan por la estructura del esquema ¡lera- 
tivo, por el espacio onergético ¿f y, on el cual se investiga la 
convergencia del método, por el tipo de método iterativo, 
por la condición de terminación del proceso de iteraciones, 
y también por el algoritmo de realización de un paso ite- 
ralivo. 

Nosotros examinareinos sólo esquemas iterativos de dos 
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y tres capas, explícitos e implícitos, para los cuales la con- 
dición de terminación del proceso de iteraciones será 


[Y —u llp < 2 ll Yo — u llo €>0. 


In la teoría general de Jos métodos iterativos se cxami- 
nan métodos de dos tipos: los que utilizan información 
a priori sobre los operadores del esquema iterativo y dos 
que no la utilizan (métodos de tipo variacional). En el 
primer caso los parámetros iterativos tT, para el esquema (6) 
y Ta, %a para el esquoma (7), (8) se eligen de la condición 
do mínimo de la norma del operador de permiabilidad (ope- 
rador que relaciona las aproximaciones inicial y final) o do 
la norma del operador de transición de una itoración a otra. 
Con esto Jos parámetros iterativos se eligen de manera tal 
que se garantice la más alta velocidad de convergencia para 
la aproximación inicial más mala. En los mótodos de esto 
tipo no se utiliza la calidad de la aproximación inicial. 

En los métodos de tipo variacional los parámetros ilera- 
tivos se eligen de la condición de mínimo de ciertos funcio- 
nales relacionados con la ecuación inicial. Por ejemplo, en 
calidad de funcional se toma la norma energética del error 
de la k-ésima ileración. En este caso los parámetros itera- 
Livos dependen de las aproximaciones ilerativas anteriores 
y poscon la propiedad de ser función de Ja aproximación 
inicial. 

En la teoría general de los métodos iterativos nosotros 
renunciaremos al estudio de la estructura concrota del esque- 
ma ileralivo. La teoría utiliza cl mínimo de información 
de carácter funcional goneral respecto a los operadores. Esto 
permito alcanzar cl objelivo principal, es decir indicar los 
principios generalos para construir métodos iterativos opti- 
mos on función del caráctor y del tipo de información a priori 
sobre cl problema, y también «de aquellas exigencias que se 
le plantean al procedimiento de resolución de este problema. 
Estas cxigencias complementarias pueden, por ejemplo, con- 
gistir on que es necesario construir un método óptimo no 
para un solo problema sino para una serie de problemas con 
un immismo operador Á, pero con miembros dorechos dife- 
rentes. 

Sin «nda, el tener en cuenta la estructura dol operador 
del problema a resolver permite construir métodos iterativos 
especiales, los cuales posean una velocidad de convergencia 
más alta, que los métodos de Ja teoría general. £sto se alcan- 
za con una elección ospocial de los operadores B, y de los 


331 


parámoelros ¡terativos. Los métodos especiales tienen un 
dominio «do aplicación estrecho. 

Detengámonos ahora en el papel de los operadores B,. 
Para los esquemas iteralivos implícitos la elección de los 
operadoros /3, debe estar subordinada a dos exigencias: 
garantizar la convergencia más rápida del mélodo y la son- 
cillez y economía en la inversión de estos operadores. Estas 
exigencias son contradictorias. En efecto, si en cl esquema 
(6) tomamos B, =A y t, =1. entonces para cualquior 
aproximación inicial la solución de la ecuación (1) puedo ser 
obtenida en una ¡Leración. 

£n este caso la volocidad de convergencia es máxima, sin 
ombargo Ja inversión de este operador 13, es equivalente a la 
rosojución del problema inicial, 

Resulta, y osto será mostrado más abajo, que no hay 
necesidad de clegir el operador 23, igual al operador 4. 
ls suficiente que sean cercanas las energías de estos ope- 
radoros. Estas exigencias abren la posibilidad de elegir entre 
los operadores /. cercanos por su onergía al operador A, 
operadores fácilmente inversibles. 

£n la actualidad se ntiliza con más Irecuencia e] siguiente 
enfoque en Ja construcción de métodos iberativos implícitos. 
El operador +) se define constructivamenieo en forma 
explícita. o bien la aproximación ¡terativa yy,4, Se encuentra 
como resultado de algún procedimiento numérico auxiliar, 
el cual se puede interpretar como una inversión implicita 
del operador B 41. 

En el primer caso por lo común se eligo Cl operador Bj, 
en Ja forma de un producto de cierto número de operadores 
lácilmente inversibles de modo que en cierto sentido él 
esté cercano aj operador A. Con esto los mismos operadores, 
que entran en el prodnelo, pueden depender de parametros, 
los cuales pueden ser examinados como parámetros itera- 
tivos complemenlarios. Por ejemplo, si B, = (£ 4- 014) X 
X (E + mé), donde los A, son operadores, entonces Jos 
UÚMmoros wa, Son parámotros. En este caso la variabilidad 
del operador /, se manifiesta únicamente en la depondencia 
de los parámetros 0, indicados del número k de Ja iteración. 
En esta construcción del operador 1/3, se asegura la unifor- 
midad del producto numérico para encontrar la solución 
aproximada en cada iteración. 

Detengámonos en dos algorilmos para hallar una nueva 
aproximación y»+, en el caso, cuando el operador MW, 
liene una forma faclorizada. Sea Bur = BPririBlra ... 
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<.. Blysy y supongamos que y; +, Se encuentra mediante el 
esquema iterativo de dos capas (6). En el primar algoritmo 
se resnolve Ja sucesión de ecuaciones 


Bra! =Frrso Bio t=v0-1, a4=2, 3, ...,p, (11) 


donde Pussy = BrriYn — Tri, (Aya — f). Se ve que Ya = 
= Y, Cada una de Jas cemaciones (14) «debe resolverse 
fácilmente. El algoritmo no exige memorización de infor- 
mación intermedia, ya que siendo recibida, ésta se utiliza 
inmediatamente. La doficiencia del algoritmo consiste en la 
necesidad de calcular cl elemento Bj+ Ya, lo que puedo 
resultar un procedimiento complojo. 
El segundo algoritmo tiene la forma de un esquema con 

corrección: 

Yn+r = Yh — TauU?, 

Bi410" =5 AYr —fÍ, Bry 1 Do — part, 

a = 2 0 (12) 
En este caso se exige complementariamente momorizar la 
aproximación iterativa anterior y, y conservarla mientras 
no sea hallada la corrección o”. 

ln el segundo procedimiento de construcción del método 

ilerativo implícito se parte, por ejemplo, de un esquema para 
la corrección (12), mientras que la corrección v” se encuentra 
como la solución aproximada do la ccuación auxiliar 

Rh+0 = Phy Tn = AYn —Í. (13) 


Supongamos que (13) se resuelve con ayuda de algún esquema 
ileralivo de dos capas. Entonces el error 2? = 9” — p 
satisface la ecuación homogénea 


dondo Sm+y es el operador de transición de la iteración 
m-ésima a la m + 4-ésima, De aquí hallamos 


P 
PP u=8 28 1. Si29=T,(W9—0), T,= l] 0 


donde 7T,, es el opcrador de resolución o rosolutivo. 
Sustiluyendo aquí v = llar y Cligiendo v? = 0, obton- 
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dremos 
P=(E—T p) Rigsr, 6 07 =Briara, (14) 


o, medianto B , +, está designudo al operador FR, +1 (E — 
= Dis 

Sustibuyamos (14) en (12) y hallaremos, que y), +, satis- 
face el esquema de dos capas (6) con el operador indicado 
Br4+1 Si la norma del operador 7, es pequeña, entonces el 
oporador B»+, es «cercano» al operador R+,. Por lo tanto 
en calidad del operador R,,, es natural elegir un operador 
cercano a Á. 


